د 
وزارة التربية 
المركز الوطني 


لتطوير المناهح التربوية 


الرياضبات 
E mH‏ لا اللا لا 
ارو الأول 





الصف الثالث الثانوى المليجا 


الطبعة الثانية 


A 91A = 1۷ 


العام الدرا 
A 2‏ 


المؤسسة العامة للطباعة 





7 9 9 ج 
الجمهورة العربيّة السورية 
E‏ 


المركز الوطني لتطوير المنا هيم التربوية 


الرياضيات 
الجزء الأول 


الصف اثالث الثانوي العلمى 


- ۷ م 
الاير الت ا الك اك ل ج 
ی کا بو ۵ 





جر 
الوؤسسة العامة للطباعق المركز الوطني لتطوير المناهج التربوية 


حمُوق الا لبف والنشر نوظة 


لوزارة التربيةف الجمهورة العربية السورية 


حموق الطبع والتوزيع محفوظة 


للمؤسسة العامة للطباعة 


طبع أو مر العام الدراسي ۰٠‏ ۷-۲ م 


أ عمران قوبا ميكائيل الحمود أيشوع اسحق 
د. خالد حلاوة وفاء حمشو عيسى عثمان 
خالد رضوان حبيب عي 
لار اا 


الأستاذ الدكتور فوزي الدنان الأستاذ الدكتور محمد بشير قابيل الأستاذ الدكتور عمران قوبا 





يخصص أربع حصص أسبوعياً لکتاب الرياضيات الجزء الأول 


الشهر 2 الأسبوع الأول الأسبوع الثاني الأسبوع الثالث الأسبوع الرابع 






تشرين أل قرات ومسافل قلما بن نحاية تابع عند عدد حقيقي مبرهنات المقارنة شقان 
الأمام العمليات على النهايات نحاية تابع مركب التوابع المستمرة وحل 
ماية تابع عند اللانحاية المقارب المائل المعادلات -أنشطة 








کون اول صل لعل العف نحاية متتالية تقارب المتتاليات المطردة أنشطة 
مسائل: ديا ك لأمام مبرهنات تخص النهايات متتاليات متجاورة تمرينات ومسائل: لنتعلم 
البيحصث 
شباط مسئل: قدماً إلى الأمام التابع اللوغاريتمي النيبري دراسة التابع اللوغاريتمي اشتقاق تابع مركب 
لوغاريتم جداء ضرب تحايات تتعلق بالتابع 


اللوغاريتمي 





سان أنشطة التوابع الأصلية التكامل المحدّد وخواصه التكامل المْحدّد وحساب 


الأصلية 











3 ك ۰ 


معدمه 








يأتي منهاجٌ الرياضيات في الصّف الثالث التانوي العلمي مُتمماً لمنهاج الرياضيات في الصّفين 
الأول والثاني الثانويين الذي جرى إعداذه في المركز الوطنيّ لتطويرٍ المناهج التربوية وفق المعايير 
الوطنية» مُعتمداً في بنائه على التراكم الحلزونيّ للمفاهيم والمهارات وتكاملهاء إِذْ تتطور المفاهيم 
والمهارات في بناءٍ مترابط» فثقرن المعارفُ بالحياة العمليّة وتّْقدَمْ المادُّ العلمية بطرائق سهلة ومتنوعة 
ومدعّمة بمواقف حياتيّة وتتكامل مع الموادٌ الدّراسيّة الأخرى. 
يشتملٌ كتاب الرياضيات الجزء الأول على سبع وحدات متضمنة تسعة وعشرين درساً وينتهي كل 
درس بعددٍ من التدريبات تهدف إلى تقويم الطالب وتمكنه من المعارف والمهارات التي تعلّمها في الدرس» 
وليتابع بقية دروس الوحدة » ونجدُ في كل وحدة عدداً من الفقرات المميّزة التي نُجْمِلُها فيما يأتي: 
ه المقدمة: وهي مقدّمة تحفيزيّة تهدف إلى تنمية اتجاهات إيجابية نحو الرياضيات واحترام ما 
قدمّه العلماء من إسهامات في ميادين العلوم المختلفة. 
ه انطلاقةٌ نشطة: تهدفُ إلى تعزير المهارات الأساسية التي يحتاجها المتعلّم مزودة بأسئلة 
وشروحات وتوضيحات كمدخل للوحدة والإضاءة على مفاهيمها. 
ه أمثلةٌ: تتضمن مختلف الفقرات الموجودة في الدرس وهي في أغلب الأحيان تعرض حلولاً 
نموذجية جرى صوغها صياغة لغوية سليمة وبأسلوب منهجي علمي لتكوّن نماذجٌ يجب اتباعها 
عند حل الأنشطة والتدريبات والمسائل. 
ه تكريساً للفهم : تطرح سؤالاً هاماً للمناقشة يتعلق بفكرة الدرس الأساسية في مادة التعلم والإجابة 
عنه بطرائق متعددة موضحة بالأمثلة المناسبة لتكريس الفهم عند المتعلم حيث تتم إعادة طرح 
أفكار الدرس بأساليب مختلفة. 
ه أفكار يجب تمثلها: وهي فقرةٌ يجري فيها التنوية إلى قضايا ومفاهيمَ أساسيّة في الوحدة حيث 


منعكسات يجب امتلاكها: وهي فقرةٌ تتضمن إرشاداتٍ للمتعلم على كيفية التفكير قبل البدء 
بالإجابة عن سؤال؛ وما هو المنعكس السريع الذي يجب أن يتبادر إلى ذهنه وكيفية استعمال 
القضايا والمفاهيمَ الأساسيّة في أمثلة توضيحيّة. 

أخطاءٌ يجبُ تجِنْيّها: حيث جرت الإشارة إلى بعض الأخطاء الشائعة التي يقع فيها الطلاب 
عادة» أو المفاهيم التي يستعملها الطلاب في غير مكانهاء أو بأسلوب منقوص. 


اق نشطة: في نهاية كل وحدة مجموعة من التمرينات والتطبيقات الحياتية صيغت على شكل 
أنشطة تفاعلية. 


لنتعلم البحث: وهي فقرة ندرب المتعلّمَ على طرائق حل المشكلات وتشَجَمُ التعلّم الذاتيت عن 
طريق تزويد الطالب بمنهجية التفكير الاستقصائي وجَعْلِه يطرح على نفسه الأسئلة الصحيحة 
بهدف الوصول إلى حلول المسائل ثُمّ صياغة هذه الحلول بلغة سليمة. 

قُدُماً إلى الأمام: وهي تمارين ومسائل متنوعة ومتدرجة في صعوبتها تشمل في بعض الأحيان 
مواقف حياتية تُتيحُ للمُتَعلّم فرص تعلم كثيرة وتعزز مهارات حل المسائل والتفكير الناقد لديه. 


وهكذا كانت الوحدة الأولى (تذكرة بالمتتاليات الإثبات بالتدريج أو الاستقراء الرياضي) وهي مراجعة 
ومتمّمة لما تعلمه الطالب في بحث المتتاليات في منهاج الثاني الثانوي. 

الوحدة الثانية (التوابع: النهايات والاستمرار) متضمنة عدداً من الدروس الأساسية لتكون تمهيداً 
لوحدة نهاية متتالية ودراسة التوابع» بدءاً من نهاية تابع والعمليات على النهايات ومن ثم المقاربات 
والتوابع المستمرة وحل المعادلات والذي يجد الطلاب بوجه عام صعوبة في استيعابه عند عرضه 
للمرة الأولى. 

كُمَ تأتي الوحدة الثالثة (الاشتقاق) لتضم مراجعة لما تعلمه الطالب في الثاني الثانوي واشتقاق تابع 
مركب ومشتقات من مراتب علیاء وعدداً من تطبيقات الاشتقاق في دراسة اطراد التوابع وفي تعيين 
القيم الحديّة محلياً والتمهيد لدراسة التوابع. 


وندرس في الوحدة الرابعة مفهوم (نهاية متتالية) ليستفيد الطالب من الخبرات السابقة لتطبيق ما 
تعلّمه في دراسة تقارب المتتاليات المطردة والتعرف على المتتاليات المتجاورة. 





- ونتعرف في الوحدة الخامسة (التابع اللوغاريتمي النيبري) وفي الوحدة السادسة (التابع الأسي)ء 
الخواص والمشتقات ونهايات تتعلق بكل منهماء ودراسة توابع تشتمل على توابع أسية ولوغاريتمية. 
- واخيراً نتعرف أداة رياضياتية فائقة الأهمية تفيد في العديد من المجالات التطبيقية والبحتة وفي 
الميكانيك وهي (التكامل والتوابع الأصلية). 
وهنا نريد التأكيد على أنّ تحقيق الأهداف المرجوة من الكتاب في تنمية مهارات التفكير المختلفة 
وخاصة مهارات التفكير الناقد والتفكير الإبداعي؛ يتطلّب من المدرّس أن يؤدي دور المُيسر والموجّه 
للعملية التعلّمية» فيطرح التساؤلات المُناسبة؛ ويختار المناسب من الأمثلة» ويرتب الأفكار ترتيباً منطقيّاً 
ويوجه ممهداً الطريق لحل المسائل» ويصوغ الحلول صياغة لغوية سليمة على السبّورة. 
وفي النهاية» نريد أن نتوجّه بالشكر إلى عدد من الزملاء الذين قدموا إلينا أشكالاً مختلفة من 
المساعدة» فمنهم من أبدى ملاحظاته على المسودات الأولى من الوحدات» ومنهم من حل المسائل أو 
تحقّق من صحتهاء ومنهم من ساهم في إعادة صياغة بعض الفقرات» ونخص بالذكر الأستاذ خلدون 
الشماع والأستاذ نضال تفاحة. 
وكذلك نخص بالشكر والعرفان الأستاذ الدكتور فوزي الدنان والأستاذ الدكتور محمد بشير قابيل 
على ملاحظاتهما القيمة وقراءتهما الدقيقة لهذا الكتاب. 
وأخيراً نأمل من زملائنا الإسهام معنا في إنجاح هذه التجربة الجديدة وتزويدنا بمقترحاتهم البتّاءة 
المتعلقة بهذا الكتاب متعاونين معاً لتطوير الكتاب المدرسي باستمرار. 
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الإثبات بالتدرج 


0 عموميا تعن المتتاليات 


© الات ادم أوالاستضراء الرياضي 








لنتامل أجية بسيطة تسى برج هانوي» وهي اچ اغا عام 1883 عام 
الرياضيّات Eduard Lucas‏ خطى بو من كانية أقراص مثقوبة المراكو کا 
بعضها فوق بعضٍ يبعا لتناقص قياساتهاء أي بحيث يكون الصغير فوق الكبير, 
ويخترقها جميعاً واحدٌ من ثلاثة أعمدة كا بين الشكل : 


A B C 


ln, 


الهدف هو تقل كامل البرج إلى أحد العمودين الآخرين مع الالتزام بالشرطين 
الآتيين : 
a‏ سمح بنقل قرصٍ واحدٍ فقط في النقاة الواحدة. 
ه لا يسمح بوضع قرصٍ فوق قرصٍ أصغر منه. 
ا ؛ تی برج برا براهماء 
مكوّن من أربعة وستين قرصأ مصنوعاً من الذهب الخالصء وثلاثة أعمدة من 
الألماس. ؤ ل ا وُضعثٌ هذه الأقراص الذهبئة مرشبة 5 لفياسها فوق اين 
الأعمدةء ورت جموعة من الرهبان بنقل البرج إلى العمود الثالث مع الالتزام 
اعد التي سبق ذكرها. وانطلق الرهبان يعملون ليل نهار لأداء هذه المهمة 
معتقدين أنّ نهاية | لعالم ستقع عند نتهائهم من قل البرج!. 
من غير الواضم أن يكون لهذه الأحجية حلٌ. ولكنّ القليل من التفكيرء ورتا 
فشن او ا ر ا ا و ا 
ما فستطيع تحقيقه ؟". أي ما هو عدد النقلات اللازم والكافي لآداء المهمّة ؟ 











تذكر ةبالمتتاليات» والإثبات باد رمم 


چ 1 للاقة امه 1 
نشاط التجربة والملاحظة والاستقراء. 


كثيراً ما يوجّه الانتقاد إلى علم الرياضيات بأته لا يتضمن في جنباته شيئاً من المُلاحظة والتجربة 
والاستقراء كما تُقهم هذه التعابير في العلوم الطبيعية. 

ولكن من المؤكد أن عمل الباحثين الذين عملوا ويعملون في مجال الرياضيات يتضمن الكثير من 
الملاحظة والتجربة والاستقراء. الاستقراء في المُعجم هو استخلاص نتائج عامّة من النظر في حالات 
خاصة. لا تتطلب الملاحظة والتجربة في الرياضيات تجهيزات مُكلفة كما في علوم الفيزياء أو الفلك أو 
غيرهاء بل مُجرّد قلم وورقة نكتب عليها. 


لنتأمّل مثلاً الأعداد الطبيعية الفردية: +...,1,3,5,7,9) وليكن ,5 مجموع ول م عدداً منها. 
ُنشئ جدولاً يضم القيم التي يأخذها المقدار ,£ بدلالة «: 


4 


IFIRST ك2‎ 6 





أنشي جدولاً في دفترك تستكمل فيه الجدول السابق بحساب قيم ,£ الموافقة في حالة ...,5,6,7 = مء 
أتلاحظ نمطا؟ اقترح صيغة تُعطي عبارة ,£ بدلالة 7. 

ها أنت قد أجريت تجربة رياضياتية ولاحظت نتائجها واستقرأت صيغة عطي عبارة مجموع ول ۸ عدد 
طبيعي فردي بدلالة 7. ولكن كيف تتبث صحَة استقرائك إثباتاً رياضياتياً ؟ هذا ما سنتعلّمه في هذه 
الوحدة. 





© عموميات عن المتتاليات 
المتتاليةٌ هي تابغ مجموعة تعريفه هي مجموعة الأعداد الطبيعيّة ١‏ . أو أية مجموعة جزئية غير 
منتهية منها من النمط [..,2 + ,1,7 + 170,70 حيث ,7 عددٌ طبيعي معطى (يمكن أن يتغير 
من متتالية إلى أخرى). نرمز إلى المتتالية بالرمز ر,(,») أو : 
المتتالية ذا الدليل . 
للمتتالية عددٌ لا نهائيٌ من الحدود بقطع النظر عن قيم هذه الحدود. فحدود المتتالية رى( ,») 


1 
الاك و‎ 
n>2 n 





(,ه). وسقي ت جڏ 
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n>1 





1 
n -1 





متتاليتان فيهما 1= no‏ و 2 = م" بالترتيب. 
1 . تعرس مسالية 
© بتعريف صريح للحد ذي الدليل 7. 
n‏ 
(0)/ = ,.ه حيث / هو تابع معرّف على ]+ ,0] مثل 1+ ± + ےل = (5)ثر مثلاً. 
© بالتدريج. 
أي أن يُحسب الحذ ذو الدليل ” بدلالة الحدود التي سبقته. كأن تُعرّف المتتالية رر( ,») بأن 
تعطى الحدّ 0 ثم نعطى علاقة» تسمّى علاقة تدريجيّة» تفيد في حساب كل حدّ من حدود 
المتتالية بدلالة الحد أو الحدود التي سبقته. 
لنتأمّل مثلاً المتتالية ر( ,») المعرفة انطلاقاً من حدّ البدء 3 = ر» والعلاقة التدريجيّة 
2- ا = ٠»‏ تسمح هذه المعطيات بحساب حدود المتتالية ,.,,(,,) واحداً إثر آخر. 
u — 2 = 27, ...‏ = ولا ,42 = 2 - u‏ = ول = 2 - 1 = u‏ 
ونلاحظ في هذا المثال. أنه يمكن التعبير عن الحدّ ,,,» تابعاً للحدّ ,» الذي سبقه أي 
f) (‏ = ربب » والتابع 1 هو التابع و كن جا1. 


س عام» إذا كان / تابعاً معرّفاً على مجموعة ٠7‏ وتحقّق الشرط 
مهما يكن العدد » من 7 يكن (»)/ عنصراً من 7 أيضاً 
أمكن تعريف المتتالية (١,‏ ,»)ء بإعطاء حد البدء ,» من المجموعة 7», والعلاقة التدريجيّة 


n>0 


,له أ 6 له ١‏ 





أصحيحٌ أنّ آحاد جميع حدود المتتالية التي دليلها أكبر من 1 تساوي 7 في في المثال السابق؟ 


1 . جهة اطراد مشالية 


© ری 1 


نقول إنّ المتتالية ى ( ,») متزايدة تماما إذا وفقط إذا تحفّق الشرط 

مهما تكن 7 "o‏ یکن ‘Un < Un+1‏ 
( ,») متناقصة تماماً إذا وفقط إذا تحقّق الشرط 

مهما تكن 7 "o‏ یکن ‘Un > Un+1‏ 
( ,») متزايدة إذا وفقط إذا تحقّق الشرط 

مهما تكن 7 > 70 يكن ‘Un S Un+1‏ 
(,,») متناقصة إذا وفقط إذا تحقّق الشرط 

‘Un Un+1 یکن‎ 10 <n مهما تكن‎ 

وأخيراً تكون المتتالية .. ( ,») ثابتة إذا وفقط إذا تحفّق الشرط 
مهما تكن 7 > 00 يكن U, = Un+1‏ 

نطلق على المتتاليات التي تحقّق أحد الشروط السابقة اسم متتاليات مطردة» ويبيّن لنا مثال المتتالية 
ودر( ,,:ه) المعرّفة بالعلاقة "(1-) = ,» أنّه توجد متتاليات غير مطردة. 


ونقول إن المتتالية 


n> 


وتكون المتتالية 


11 


كما تكون المتتالية 
"o‏ 


n> 


9 لدراسة اطراد متتالية ,,( ٠)»,‏ نقارن» أياً كان العدد الطبيعي «» العددين ,»ا وده وذلك 
بدراسة إشارة الفرق ,,» - ٠»‏ أو بمقارنة النسبة لتك والعدد 1 في حال كون حدود المتتالية 


مَوَجِيَة تماماء 
1 المشالية الحسابية 


7 تعريهم 2 


+ به = ررب أا كان العدد الطبيعي «. نسمّي العدد 7 أساس المتتالية الحسابيّة 
(,»). إذن في متتالية حسابيّة ننتقل من حدّ إلى الحدّ الذي يليه بإضافة العدد الحقيقي نفسه. 


)له متتالية حسابيّة إذا وُجِدَ عدد حقيقي وتحققت العلاقة التدريجيّة 


n>0 


2 





وفي هذه الحالة» أياً كان العددان الطبيعيان 77 و 7ء كان 
u, = U, + (m — p)r‏ 


وإذا كان $ مجموعَ 7 حداً متتالياً أولها © وآخرها / من حدود متتالية حسابية» كان 


"a +4)‏ _ 
2 
وبوجه خاص 
اسن 0550050 
2 
1 المسنالية المهندسية 


7 تعريوم 3 
نقول إِنّ المتتالية ,.,(,) متتاليةٌ هندسيّةٌ إذا وُجِدَ عدد حقيقي + وتحقّقت العلاقة التدريجيّة 
» “و = يبه أَيَآَ كان العدد الطبيعي 7. نسمّي العدد و أساس المتتالية الهندسيّة رر( ,,:»). 
إذن في متتالية هندسيّة ننتقل من حد إلى الحدّ الذي يليه بالضرب بالعدد الحقيقي ذاته. 
عندئذ: أياً كان العددان الطبيعيان 77 و 7» كان 

Uy, حت‎ u," 7 


وإذا كان 5, مجموع 7 حداً متتالياً أوَلها © من حدود متتالية هندسية أساسها 1 ع2 ۾ » كان 





و-1 


70-1 1 0 


ددمي "و و1 
00 3 +0 


E OY 1 ...+ 8-1‏ رونب و بجت a"‏ د "2 


أي إِنّ "ه - "2 هو جداء ضرب (ه - ») بمجموع جميع الأعداد 907 حيث » وم عددان 
طبيعيان مجموعهما يساوي 1- „. فنجد مثلاً 


a^)‏ لد قوس + توتو + za‏ *)(0 -) = م تبج 


فى الحقيقةء المساواة واضحة فى حالة ۾ = © أو 0 = 2. وفيما عدا ذلك نعوض ‏ = ۾ فى 


n 


5-8 


= "ي ... + شن + q‏ +1 
1.6 


١02 














تخل غل 
"م "ےچ a 02 0 a1‏ 
)0 و 2 q1‏ 12 1 


ونجد المطابقة المرجوة عندما نضرب طرفي المساواة الأخيرة بالعدد a)‏ _- 0 


وض كيف ندرس جهة اطراد متتالية مح ,(,,/0) ؟ 
ثمة ثلاث طرائق: 
0 دراسة إشارة الفرق Tn+1 Ty‏ 1 


2 
لنتأمّل المتتالية ..,( ,») المعرفة وفق الصيغة 0 = ,نه في حالة 1 < م۸ . لدينا 





احوعة ا ع رمسا 50067 
2n 2n(n +1)‏ (1 +200 ل 
إشارة ,.ه- ررب تمائل إشارة 0-1 + م. ولأنّ 1< م٠‏ فإنّ 0< 0-1 و 0< ”م إذن 


0-1 + 02 موجب تماماً في حالة1 < «. إذن .. ( ,») متتالية متزايدة تماماً. 


n>1 

© كتابة (0)/ = ٠»,‏ إن أمكن» ثم دراسة اطراد التابع / . فإذا كان التابع / مطرداً على المجال 

إمه+ ,]كانت جهة اطراد i‏ ,ه) هي نفسها جهة اطراد /. 

لنتأمّل المتتالية .,(,”) المعرفة بالصيغة ”(1- «) = ,» في حالة 0 < «. نرمز بالرمز 
ر إلى التابع المعرف على 1 وفق 2-1(2) جاج. عندئذ (1- )2 = (ي)'. ولان 
0 < (»)/ في حالة 1 < ٠#‏ استنتجنا أنّ / متزايد تماماً على ] + ,1]. فالمتتالية ,<,(,0) 
تزايدة تماماً بدءاً من الحد ذي الدليل 1 = ر«. 


© عندما تكون المتتالية ,.,(,:) ذات حدود موجبة تماماًء يمكن أن نقارن بين ل والعدد 1. 


n 


لنتأمّل المتتالية E‏ المعرفة غلئ N‏ وفق 6 > ,ك جميع حدودها U,‏ موجبة 


3 


ج سے ا أياً كان العدد الطبيعي 2. إذنء أياً كان العدد الطبيعي «» كان 


n 


تماماًء ولدينا 


لله ء 
Mt Ma n+1‏ 3 
د او Wn‏ < للا ٠‏ فالمتتالية 0 


nz 
Wn 


) ,س( متناقصة تماماً. 








5 2 . 5 لهو فى 255 a‏ + 
8 یکن جب ح ينه في حالة N‏ ع . أثبت أن المنتالية 





(,») متتالية هندسية وجذ أساسها. 


n>0 
: الأسئلة الآتية تتعلّق بمتتاليات حسابية أو هندسية‎ © 
٠. 0 احسب‎ ٠ (منة) متتالية حسابية فيها 41 = ولا و 8- = ولا‎ <0 0 
25 1 


© و,(,») متتالية هندسية فيها كع ل ور = ونه . احسب رونا . 

(“n )n>o ©‏ متتالية حسابية أساسها 3 وفيها 2- = ,». احسب ,ن بدلالة 7» واستنتج قيمة 
المجموعين روا + روا ٣‏ رولا و وول + ۳۰۰۰ وله + ا 

© مد,(,») متتالية هندسية أساسها 3 وفيها 2- = ,». احسب ,ا بدلالة ٠»‏ واستنتج قيمة 


المجموعين يه +۰۰۰ + ونه + را و وول + ug ٠۰۰‏ + ينه + ولا 
© ود,(,») متتالية حسابية أساسها 2- وفيها 3- = رں. احسب پور + ۰۰۰ + ورلا + ورلا . 
© مد( ,») متتالية هندسية أساسها 2 وفيها 1 = رں. احسب ر + ۰۰۰+ ين + ينا 
© احسب المجموع 10+ ...+ 5+3 +1+1+3+2=$£. 
© مو 0 و »ء ثلاثة حدود متوالية من متتالية هندسية. احسبها علماً أن 
a +b +c = 5‏ و 343 = abc‏ 


7 ا U,‏ 
)( متتالية معرفة تدريجيا وفق 1= رها و al 2 ET‏ 


n 


n>0 


تن أن 0× د يا کان العدد الطبيعي 7. 


© أثبت أن المتتالية ر( ,») المعرفة بالعلاقة أ = ,» متتالية حسابية. 











Un 
۳ بدلالة‎ U, استنتج عبارة‎ © 
ادرس جهة اطراد كل من المتتاليات الآتية.‎ © 
, - 2n 1 © U, کے‎ 3n +1 © برلا‎ 0 3 0 
n ا 4 ل‎ 0-1 
Tn > O Tn 1 : 8 و‎ 1 3 
10” 2 ش‎ 0 : 
سو ل 1 = وله‎ 
© م‎ 8 ٠ 
00 93 2u, 5-7 - 2 لله‎ 1 = Un 2 3 





© البرهان بالتدريج. أو بالاستقراء الرياضي 
2. أهمية الإثبات بالتدريج 


في حالة عدد طبيعي موجب تماماً 7 نرمز بالرمز (5)0 إلى المساواة: 
« 2( + ... +2 ++ ]) = قثو ب ...ب 2°+ 1°« حي E(n)‏ 


من الواضح أنّ (1) صحيحة لأنّ 17 = 13. و(5)2 صحيحةء لان ”(2 + 1) = 23 + 13. كما إِنَّ 
(1)3 صحيحة. لأنّ *(3 + 2 + 1) = 33 + 23 + 13. 

ولكن» أتكون (2)7 صحيحة أياً كان العدد ؟ وفي حالة الإيجاب» كيف يكون الإثبات ونحن لا نمتلك 
القدرة على التحقق عدداً غير منته من المرات؟ 


3. مبداً الإبات بالتدريج 


الإثبات بالتدريج أو الاستقراء الرياضي ينص على 
أته كي تتمكن من صعود المُلّم والوصول إلى أية درجة 
دليلها 7 يحقق ,7 < 7» يكفي أن تتمكن من الصعود 
إلى الدرجة القاعدية التي دليلها ٠”,‏ وأن يكون بإمكانك 
الصعود من أية درجة دليلها م إلى الدرجة التي دليلها 
1 + م التي تعلوها مباشرة. 





وبصياغة رياضيّاتية» لإثبات صحة خاصّة (7)0 تتعلّق بالعدد الطبيعي ” في حالة ر < 7. 
نثبت صحة هذه الخاصّة في الحالة القاعدية ر« = ,7. 
نثبت في حالة ر" < م أن صحّة (م)2 تقتضي صحّة (1+ م)5 . 

وعندها نستنتج صحّة الخاصّة (7)0 أياً كانت قيمة 7 أكبر أو تساوي ,7. 


و متى نستعمل الإثيات بالتدريج ؟ 





نستعمل البرهان بالتدريج عندما نريد إثبات صحة خاصة تتبع متحولاً طبيعياً ‏ يتحول في × أو 
في مجموعة من النمط ([« < :11 € 0]. 


وه كيف نستعمل الإثبات بالتدريج استعمالاً صحيحاً ؟ 


يجري الإثباث بالبرهان بالتدريج وفق الخطوات الآتية: 


بإثبات صحتها في حالة ر" < . وفي أغلب الأحيان يكون 0 = رم أو 1= 70. 
نثبت صحة هذه الخاصّة في الحالة القاعدية رم = ٠۸‏ أي صحة (ر5)۸ . 


© نفترض صحّة (م)28 في حالة عدد م أكبر أو يساوي ر" ونبرهن صحّة (1 + م)2. 


أثبت أنه مهما كان العدد الطبيعي الموجب تماماً ‏ كان 


n(n + 17 


1 = و .+ 2+ 13 


© الخاصّة المطلوبة (2)0 هي المساواة: 


2 2 
شت = ةم ب... + 2°+ 1« حي زمار 


ونريد إثبات صحتها في حالة (0« -)1 < ». 


» 


LD م‎ hu E n 
.1 صحيحه لانها تنص على المساواة الواضحة ا ا‎ EQ) الخاصة‎ © 


5 2 2 
@ نفترض أن E(n)‏ صحيحة»› أي “r+‏ :4 23 4 13 عندتد 
17 + م) + °+ ...+ 2°+ 1 = 1°+ n + (n‏ + ...ب 2°+ 1 


2 12 
لمعه‎ RF 


4n + 4)‏ + 8 10 1 ل لد - 





(n + D (n + 2“‏ 
4 
وهذه هي تحديداً الخاصّة (1 + ٠)۸‏ فنكون إذن قد أثبتنا صحتها اعتماداً على صحة (27)0. إذن 
E(n)‏ صحيحة مهما كان العدد الطبيعي الموجب تماماً .n‏ 


9 








9 لقد رأينا عند دراسة المتتاليات الحسابية أنّ 
n(n +1)‏ حت ردك نك HS‏ 
إذن 
n2 (n + 1)‏ 
4 
فإذا استفدنا من المثال السابق استنتجنا أنّ 


= “زم + ...+ 2+ 1( 


“م + ...+ 2+ 1 = ثور + ...+ 2°+ 1 


أثبت أنه مهما كان العدد الطبيعي 7 كان 2 + "4 مضاعفاً للعدد 3. 


© الخاصة (7)0 المطلوبة هي 
« 2+ ”4 مضاعف للعدد 3» دي (0)آ 

© الخاصّة (5)0 صحيحة لأنها تنص على أنّ 3 = 2 +1 = 2 + 4ء مضاعف للعدد 3. 
© نفترض أن () صحيحة. أي إِنّ 2 + ”4 مضاعف للعدد 3. ثُمّ نلاحظ أنّ 

a" +2 = 4" x4 +2 = )4" + 2( × 4- 8 +2 = 44" + 2(- 6‏ 
بحسب افتراضناء 2 + "4 مضاعف للعدد 3 إذن (2 + ”4)4 مضاعف للعدد 3» ومن ثَمّ يكون 
6 - (2 + ”4)4 مضاعفاً للعدد 3 لأنه مجموع مضاعفين للعدد 3. فالقضية (1 + ٨)۸‏ صحيحة. إذن 
() صحيحة مهما كان العدد الطبيعي 7. 


© نعرف في حالة عدد طبيعي 1 < + المقدار 02 + ...+ 3+ 22 + 1= رىء 
© احسب ,5 ور؟ و و5 وم5.. كُمَ عبر عن ,,,5 بدلالة ,8 و «. 
© أثبت بالتدريج أنه في حالة أية عدد طبيعي 1 < « لدينا : 


_ n(n +1)(2n +1) 
nb 6 


© ليكن 1- < :. في حالة عدد طبيعي ” نرمز («)5 إلى المتراجحة ه» +1 < "( + 1). أثبت 
أنّ المتراجحة (5)7 محققة أياً كان العدد الطبيعي 7. 


.5 


2 





روات مسائل 


35 بيّن أن المتتاليات مر( ,») الآتية مطردة (ربما بدءاً من حدّ معيّن ,7). 





u, = 3+1 0‏ © اك @ 7 = پا 
n +2‏ 
n‏ 2 
u, = © = © =| 4“‏ 
n! n2 n‏ 
1 1 8 = وله 2 = وله 
39 م Uu, = 1+4 L.۰‏ 3 © 3 
"2 2 2+ 7 < درلا 2+ 7 7 الاك 


تذكّر أن ٠٠×1‏ × (1- «) × م = !م في حالة عدد طبيعي فورحب تاها وأن 01-1 


© المتتالية مدو( (un‏ معرفة وفق 2 = ug‏ والعلاقة التدريجية 3 - Un+1 = 2Un‏ في حالة أي 
عدد طبيعي 7. 


© احسب اء وء ولا“ ړا“ وله ثم خم عبارة به بدلالة م. 


© بحساب عبارة 3 - ,,.ه عند كل 0 < ۰٠»‏ عبّز عن ,,ه بدلالة 0. 


6 المتتالية م_,(,») معرفة وفق 3= مه و 4 + 7- = رب.ه في حالة عدد طبيعي 7. 


احسب ‘U4 U3 U2 U1‏ ولا وخمّن عبارة Un‏ بد لالة n‏ تم حدد Un,‏ بدلالة ‘n‏ 


أثبت بالتدريج صحةالخاصتين الآتيتين 


.1 + 2 <» ل ...+ !3<3 + إ2‎ n x n! = (n +1)! —1 © 


@ 2512 <إن. 


فح 
لمم 


(@ في حالة عدد طبيعي 1 < ۾ ليكن لل +... ۲ 1 13 ح ينه و هله - رونة = ,نه . أثبت 
ٍِ . 
أن المتتالية ( ,:) متزايدة تماماً. 


١ ©‏ 6و ثلاثة أعداد حقيقية و0 عد 4. نعلم أنَّ ۾ و 5 و © هي ثلاثة حدود متعاقبة من 
متتالية هندسية» نرمز إلى أساسها بالرمز ؟. كما نعلم أن ه3 و 25 و ء هي ثلاثة حدود متوالية 











لنتعلم البحث معا 
@ تاطا تق من صحدم 


نتأمّل المتتالية ,.,(,") المعرفة تدريجياً وفق 7 = ,نه و 18- ,100 = ر,» عند كل عدد 
طبيعي 7. نهدف في هذا التمرين إلى التعبير عن ,ں بدلالة 7. 


92 نحو الحلّ 


نعلم أنه في حالة متتالية معرفة بعلاقة تدريجية» يمكننا حساب ,» بشرط أن نكون قد عرفنا 
الحدود التي تسبقه. والمطلوب هنا هو إيجاد طريقة لحساب ,» مباشرةً بدلالة . في هذا النمط 
من المسائل» نحسب حدوداً أولى من المتتالية ثم نحاول في كل حالة الربط بين قيمة الحدّ ودليله. 


مقا 


أحسب إلاء ولاء ولاء إلا» وله .. 
) نجد أن كل حد من الحدود المحسوبة يبدأ من اليسار بالرقم 5 وينتهي بالرقم 2» ويوجد بينهما عددٌ 
من الأصفار يتعلق بقيمة 7» أي بدليل هذا الحد. بالتأكيدء سيسمح لك هذا بالتعبير عن ,ا 
بدلالة م. 
1. عيّن عدد الأصفار المشار إليه أعلاه عندما تأخذ م القيم 1» 2ء 3»: 4 و5. 
2. ما عدد الأصفار بدلالة 7. 
3 تحقق أنّ 2+ 10× 5 = ,ره في حالة ۾ من (1,2,3,4,5]. 
4. اقترح صيغة للحدّ ,» بدلالة 7. ثم أثبت صحة اقتراحك أياً كانت «. 


و الجر الاح ا راف ييف 


@ نای ماسيد ہبہ 


نتأمّل المتتالية _,(,») المعرفة تدريجياً وفق 
ودين و u = 2, +n? +n‏ ) 
© عيّن كثير حدود من الدرجة الثانية 7 بحيث تُحقق المتتالية م<,(,6) التي حدها العام 
(2)0 = ,4 العلاقة التدريجية () نفسها أي ۸ + 02 + ,24 = ر4 أياً كانت 0. 


© أثبت أنّ المتتالية ,.,(,) التي حدها العام ,+ - ,» = ,0 هي متتالية هندسية. 
© اكتب عبارة له كم به بدلالة gn‏ 5. 





92 نحو الح 

١‏ نبحث عن كتير حدود من الدرجة الثانية 7 . لنكتبه إذن بالصيغة ع + ۸ط + مي = (م)م. 
لتعيين الأمتال © و5 وء نستفيد من كون المتتالية التي حدها العام ()7 = ,+ تُحقق العلاقة 
التدريجية. 


1. بِيّن أن ,,(,4) تحقق العلاقة التدريجية (*) إذا وفقط إذا كان 
وكا aE‏ موه لجاعو اد 
2 2 2 


أياً كان العدد الطبيعي 7. 


# لإثبات أنّ المتتالية ر_,(,») هندسية» يكفي أن نجد عدداً ۾ بحيث تتحقق المساواة ,ا = ره 


عيّن 0. 
© بمعرفة ,0 و4 يمكننا استنتاج ,0» ثُمَ لأتنا نعرف ,+ يمكننا إنجاز المطلوب. 


ہا إلى ا @ 


© تُعطى عددين حقيقيين 0 و5 ونفترض أنّ 1 عد ه. نتأمّل المتتالية م-,(,0) التي تحقق 
5+ ,مه = ر٠٠‏ أياً كان العدد الطبيعي 71. 
الاح كاين ر ا لعافت و م 
© احسب 4 حل المعادلة » = (ي)'. 
® نعف المتتالية 0<( رله) حيث 4 n‏ 3 برلا ٠‏ أثبت أن محو(منة) متتالية هندسية» واستنتج 
,» بدلالة « وه وم وره. ثُمّ استنتج ,» بدلالة هذه المُعاملات. 
© نتأمل متتالية ,ي,(,:) معزفة بالتدريج وفق: 
u, = 4,‏ ,1= وله 
Un+1 7 OU, Ou, -1 (n 2 1)‏ 
® عيّن عددين حقيقيين © و5 يحققان 5 = 5+ ه و60-(05. 
@ لتكن حو( ينهة) المتتالية برلاة - Tn+1‏ کا أثبت ن 5D‏ متتالية هندسية أساسها 0. 
© لتكن 0<( (W,‏ المتتالية Wy, = n1 7P,‏ . أثبت ُن (Wn n>0‏ متتالية هندسية أسافتها 0 


© عبّز عن ,0 و ,رس بدلالة «. ثُمّ استنتج عبارة ره بدلالة 7. 


9 








© مزاجحة ندرد 
© أثبت» يا كان العدد الطبيعي ص 2< نس أنّ: 1 + xn” > (n‏ 3. 
© نرمز بالرمز (27)0 إلى القضية « 2م »5 ل "2 < "3». 


© ما أصغر عدد طبيعي غير معدوم 0» تكون (70)0 صحيحة عنده؟ 
© أثبت أنَّ («) صحيحة. أياً كان العدد الطبيعي ‏ الذي يحقق الشرط 5 < 7. 


@ رز بالرمز (27)0 إلى القضية « 2(5 + م۸) < "3». 


© أتكون القضايا (5)0 و (5)1 و (5)3 و (5)4 صحيحة؟ 
© أثبت بالتدريج أنَّ القضية (5)7 صحيحة عند كل عدد طبيعي 7 يحقق الشرط 3 < ۸. 


© أثبت بالتدريج» صحة كل من الخواص الآنية أياً كان العدد الطبيعي ». 


© « 5 + ”4 مضاعف للعدد 3». © « 1- ”2 مضاعفٌ للعدد 7». 
© « م2 + 3م مضاعف للعدد 3». © « 2"2 + ”3 مضاعف للعدد 7». 


@ نرمر إلى القضية « يقسمُ العدد 9 العددة 1 + "10» بالرمز ()7ء في حالة ۸ © 7. 
© أثبت أنه إذا كانت (0) صحيحة عند قيمة للعدد 7» كانت عندئذ (1 + 7)۸ صحيحة. 


© ليه متتالية معرفة وفق 1= u‏ و ,+ N2‏ حت 1+ عند کل 0> .n‏ 
© أثبت أنَّ 2 > ,» > ٠0‏ أيّآً كان العدد الطبيعي 7. 
© أثبت أنّ المتتالية م ,,(,) متزايدة تماماً. 


n>0 
n رلك متتالية معرقة وی 1 = وا و‎ (<0 © 


5 2u, + 6 





به عند كل 2<0 7 





© أثبت أن التابع َ 





22+ 


© أثبت أَنّ المتتالية ,.,(,:») متناقصة تماماً. 


n>0 


© ليكن 0 عددٌ حقيقي من المجال |>,0]. م نعرّف المتتالية ,ح,(,,؛) وفق 
90 = را و ,»+ 2 = رړ» في حالة 28 © „. 


© احسب ا و ولا ٠‏ 





© أثبت بالتدریج» ُن 





|25 = ل 
12 


مساعدة: تذكز اَن 220526 = 2ه + 1. 


لي في ستر ۶ محدْث بمعلم متجانس» 70 هي مجمرعة النقاط ,)11 التي تحقق إحدائاتها 
المعادلة 1 = ”و5 - 55. ليكن 7 التابع الذي يقرن بكل نقطة (7/)2,1 من المستوي 7 النقطة 
(و9 + »4,و20 + :مو)'11ء أي '11 = (34)/. لتكن ر النقطة التي إحدائياتها (1,0)» ثُمّ 
لنتأمّل في المستوي 7 متتالية النقاط ,د,(,5) المعرفة وفق: (,5)/ = .,,5. أثبت أنَّ ,5 
نقطة من المجموعة /7 وأنّ إحداثياتها أعداد صحيحة. 


© يرمر إلى عدد حقيقي ويرمز 7 إلى عدد طبيعي غير معدوم. نضع 
cosz + cos(3z) + cos(5z) + °“ + cos((2n — 1)3)‏ = رم 
© باستعمال دساتير مثلثاتية تعرفهاء أثبت أنْ: 
sina‘ ©6056 = > (sine + b) + sin(a — 0))‏ و 25120050 = sin(2a)‏ 
© حوّل كلا من العبارتين الآتيتين من جداء نسبتين مثلثيتين إلى مجموع نسبتين مثلثيتين. 
٠ cos((2n + 1z)‏ ند sin‏ و 0512 51272١0‏ 


= kr (k € Z) و‎ n>1 أياً يكن‎ 5 e أثيت أن‎ 5 
Sin 2 


لتوا ( 
4 


2 
© نبأية تاع عند عدد ميه 
ظ حفيقي 
00 : 
لعمليات على النهادات 
٠‏ د 
€ اة ١‏ 
ا 
© المقامرب المائل 
ص 
© 
© النوام المستمرةوحل المعأدلاد” 





يسكن عدنان سفح جبل عالء وأراد یوما زيارة 
جدّه الذي يقم في ببتِ يتزع على قة الخبل. هناك 
طريق واحدة من بيت عدنان إلى بيت جدّه والرحاة 
تستغرق نهار كاملا من شروق الشمس إلى غروما. ٣‏ 

أعدّ عدنان عُدّته وانطلق في رحلته في الصباح الباكر مع أَوَل أشعة الشمس البازغة, 
وكان في رحلة صعوده يستريج من وقت إلى آخر ويستتع بالمناظر الخلابة» وفي بعض 
الأحيان يرجع على أعقابه ليقطف زهرة أو ثرة من شجرة. 





وصل عدنان إلى بیت جده عند الغروب کا 
كان متوقّعأء فالتقى جدّه وتسامرا وز نفسه لرحلة 
العودة في اليوم التالي. انطلق عدنان عائداً إلى منزله 
مع بزوغ الشمسء كانت رحلة النزول أسهل» فراح 
رع أحياناً ويبطن أحياناً أخرى» ويتوقف لتناول 
الطعام. وصل عدنان إلى منزله مع غروب الشمس. 


أتعلم أله يوجد موقم على الطريق أشارت عنده ساعة عدنان إلى الوقت نفسه في 





هذه نتيجة من مبرهنة القمة الوسطى التى سندرسها في هذه الوحدة. 





اك انطلاقۂ نشطۂ 
نشاط 1 حل المعادلات 


الأشكال الآتية هي الخطوط البيانية لتوابع / معرفة على 12. 


















































الحل الهندسي لمعادلة م = (5)/ هو البحث عن وجود نقاط مشتركة بين الخط البياني ٥,‏ للتابع / 
والمستقيم 4 الذي معادلته # = ,. في حالة كثير حدود من الدرجة الثانيةء نعلم أنه يمكن حل المعادلة 
۸ = ()/ حلاً جبرياً. ولكن قد يستحيل حلها في الحالة العامة. عندها نرسم الخط البياني ,0 للتابع / 
ونرسم المستقيم 4 الذي معادلته ۸ = ر فتكون فواصل النقاط المشتركة بين ,© و 4 حلولاً للمعادلة 
۸ = ()/ إن کان لها حلول. 31 
© رسمنا في الشكل المجاور الخط البياني لتابع f‏ معرّف على ١‏ 
المجال [0,4]. أياً كان العدد الحقيقي # المحصور بين العددين 1 
و 5ء كان للمعادلة ۾ = (5)/ حلول. لأنّ الخط البياني للتابع / 
مكوّن من «قطعة واحدة». نقول في هكذا حالة إِنَّ التابع مستمر 1 
على المجال [0,4]. 


O 
م‎ 
حرم‎ 
85 


© أمّا في الشكل المجاور فنجد أيضاً الخط البياني لتابع / معرف 2 
على المجال [0,4]. ولكن ليس للمعادلة م = (5)/ حلول عندما 
تكون 4 > > 3. لاحظ أنّ الخط البياني ليس قطعة واحدة. 
نقول في هكذا حالة إِنّ التابع / غير مستمر على المجال [0,4]. 1 
(هو بالتحديد غير مستمر عند 2) 

















9 
م 
حرم 
8 


2 






















































































الأشكال المرسومة ادناه هي الخطوط البيانية لتوابع 1 معرّفة على المجال [3+ ,3-]. 










































































© أي التوابع الثلاثة مستمرٌ على المجال [3+,3-] وأيّها غير مستمر عليه. 
© اذكرء في كل حالة» عدد حلول المعادلة ۸ = ()/» تبعاً لقيم 7. 


لياط 2 استمرار ونهايات ومجالات 


© تابع الجزء الصحيح 
يا يكن العدد الحقيقي ٠»‏ يوجد عدد صحيح وحيد 7 يحقق 1 + 7 > 2 > 7. يسمى العدد 7 
الجزء الصحيح للعدد الحقيقي » ويرمز إليه بالرمز () . على سبيل المثال: 
3 = (ما»ء لأنَّ 3+1 > 3>7 و 4- = (3.5-)5» لأنَّ 3- > 3.5- > 4 
في الشكل المرافق» ما رُسم باللون الأحمر هو الخط البياني لتابع 
مرف کل الال ]09 


© تحقق أنّ التابع هو E)3(‏ جارج : 7# . احسب E)1(‏ . 
© هل (8)1 نهاية للتابع 7 في النقطة 1؟ 























9 مع أنّ التابع 8 معرف في النقطة 1ء (1= (8)1) ولكن قيم ()85 لا تتجمّع حول قيمة 
محذدة (نهاية) عند اقتراب ‏ من 1» فليس لهذا التابع نهاية عند 1. نقول إنه غير مستمر في 
النقطة 1. 
لاحظ أنّ الخط البياني لهذا التابع على المجال ]0,2] يتألف من قطعتينء فهو يعاني انقطاعاً عند 
1= . نقول إِنّ ۶ غير مستمر على المجال ]0,2]. 
© ارسم الخط البياني للتابع £ على المجال ]2,5]. 

©. في أية نقاط من المجال ]2,5] التابع 7 غير مستمر؟ 
ط. هل 2 مستمر على المجال ]3,5[؟ علَّلٌ إجابتك. 







































































© صورة مجال 
صورة مجالٍ 1 وفق تابع ‏ هي مجموعة الأعداد (2)/ عندما تتحوّل ‏ في 7 آخذة جميع القيم 
فيه. نرمز إلى هذه المجموعة بالرمز (1)/. 
© ارسم الخط البياني للتابع 2ه جا : م/. لاحظ أنّ / مستمر على ۴ فهو مستمر على كل 
مجال. 
© عين» وفق / » صورة كل من المجالات [0,2] و [2,2-] و [2,4-] و [2,مه -[ و .R‏ 


9 لاحظ أنه في كل حالة كانت المجموعة (7)/ مجالاً. 


© نهاية تابع عند اللانهاية 
1 التهادة الحقيقية ( أوالمننهية) عند 00+ (أو مه-)» والمقارب الأفتي . 


ليكن / تابعاً معرّفاً في جوار اللانهاية الموجبة مه-ل» هذا يعني أنْ مجموعة تعريف / تحوي 
مجالاً من الشكل ]00 +,0[ حيث ۴ © .٠‏ 


© تعريفه | 
نقول إِنّ نهاية f‏ عند +٠‏ هي / إذا كانت قيم ()/ تصبح قريبة من القيمة 4 أو تتجمّع 
حول 7» عندما تصبح x‏ كبيرة بما يكفي. ونكتب £ = (2د)ر مدنا ٠‏ 

7 ومدجرو 

بصياغة أدق مهما اخترنا العدد 0 < ع فإن قيم ()/ ستقع 
داخل المجال | + ٤,١‏ - )| بدءاً من قيمة معينة 4» وذلك 
كما هو موضّح في الشكل المجاور. 
في هذه الحالة نقول إنّ المستقيم الذي معادلته =٤‏ ر 
مستقيم مقارب أفقي عند +٠‏ للمنحني ,٥ء‏ لأنّ المنحني 
يقترب من هذا المستقيم عندما تزداد قيم . 





ونعرّف بالمثل 7 = (2)/ صا في حالة تابع f‏ معرّف 
في جوار اللانهاية السالبة 0ه--. وعندئذ يكون المستقيم الذي 
معادلته )£ = ي مستقيماً مقارباً أفقياً عند 0ه- للمنحني 
0 





vw 








تذكر أنّ نهاية كل من التوابع الآتية هي 0 -/ عند مه+: 


مجو حاب E bE CRE‏ و د يصن 
١ ١ 1 32‏ :هه 
فالمستقيم المنطبق على محور الفواصل الذي معادلته 0 = ر مستقيم مقارب أفقي للخط البياني لكل 





منها في جوار + . وكذلك يكون المستقيم نفسه مستقيماً مُقارباً أفقياً في جوار مه- لكل من التوابع 
1 1 1 1 5 1 
١‏ 1 او ب (في حالة عدد طبيعي غير معدوم .(n‏ 
3 2 1 


1.. النهاءة اللانهائية عند مه+ (أو مه-) 


ليكن ‏ تابعاً معرّفاً في جوار اللانهاية الموجبة ٠+٥0‏ أي أنّ مجموعة تعريف / تحوي مجالاً 
من الشكل +٥]‏ ,4»[ حيث 12 © 0. 


7 تعريوه 2 


نقول إن نهاية / عند 00+ هي 00+ إذا كانت قيم ()/ تتجاوز (أي تصبح أكبر) أي عدد 
حقيقي 17 عندما تكون 7 كبيرة بما يكفي. ونكتب ذلك 


معد = (2)/ ٠ im‏ يكافئ هذا التعريف القول: 
أياً كان العدد الحقيقي /1» وُجد عددٌ حقيقي 4 يُحقق: 
إذا كان 4 < » كان M1‏ < (»)/. 
في الشكل المجاور نرى أن قيم التابع تتجاوز العدد 1[ عندما 
تصبح ‏ أكبر من حدٍ معيّن 4 . 





نعرّف بالمثل كلا من مم- - 


ممدججع 


. صا‎ /)a( = صز و 00+ = (#)/ صن ومه-‎ a) 


6-ج2 





lim f(z) = مه-‎ 


وو 2د 














" تذكّر أنّ نهاية التوابع الآتية هي +٥0‏ عند مه+. 
بو لخن دبج جا 2ن جا و3 جا 4 
" وأنّ نهاية التوابع الآتية هي 50+ عند مه-. 
ُه ب 2 و" اه (في حالة عدد طبيعي زوجي غير معدوم 7) 
" وأنّ نهاية التوابع الآتية هي 0ه- عند مه-. 
نه جا » و ”نم جا (في حالة عدد طبيعي فردي 7) 


وص لماذا ليس لتابع الجيب 512 نهاية عند مم+ ؟ 


لنفترض على سبيل الجدل أنّ هذه النهاية موجودة» ولنرمز إليها بالرمز /. ولأنٌّ 
1+ > »دنو > 1- أياً كان » من 12ء فلا بد أن تنتمي النهاية £ إلى المجال [1+,1-] = 1. 
لنتأمل مجالاً مفتوحاً 7. مركزه / ونصف قطره +. لمّا كان طول المجال 7 يساوي 2» وهو 
أصغر تماماً من 2 (المسافة بين العددين 1 و1-).» فإنّ هذا المجال لن يحتوي على العددين 1 
و1- في آن معاء واذا افترضنا مثلاً أن 7 2 1- كانت قيم مزه عند جميع الأعداد 


27-5 = به خارج المجال 7. إذن لآ سرح د 4 يجعل ل € »داو في حالة 4 < 4» 


وهذا يُناقض الافتراض 4 - «ذء ۳ا . وعليه ليس للتابع «زه نهاية عند ه+. 


دوعي 





استعمال «:2 في غاية الكبر» 


نتأمّل التابع / المعرف على (3/2-)21 وفق الصيغة حح = ()/. من المعلوم أنَّ 


2 - مار صنا . عيّن عدداً 4 يحقق الشرط: إذا كان 4 < » انتمى (5// إلى المجال 
ون لجيه 


المفتوح 7 الذي مركزه 2 ونصف قطره 0.05. 








| الحلا 


ينتمي ()/ إلى المجال المفتوح 7 الذي مركزه 2 ونصف قطره 0.05 إذا تحققت المتراجحة 
1 





به > کے 
كد > |2 - 1 
ولکن 
Ar - 5 -11‏ 
-2 -2 
3+ بره 3+ (2)/ 
إذن ثكافئ المتراجحة السابقة الشرط 
1 11 
ي < 
20 |3 + :22| 


أو 220 <|3 + 22|. وذ ينصب اهتمامنا على القيم الكبيرة للمتحول » يمكننا افتراض أنَّ 0 < #» 
إذن 0 < 3 + 2 ومن ثَمّ 3 + 2# > 220ء أو 108.5 < ه. ينتج عن ذلك أته إذا كان 108.5 < 4ء 
انتمى ()/ إلى المجال ]0.05 + 0.05,2 - 2[ = 1. ويمكن أن نختار 4 أي عدد أكبر من 108.5. 


الوضع الدسبي للخط البياني لتابع ومقاربه الأفقي 


في المثال السابق. لمّا كان 2 = (2)/ ا » كان المستقيم ۸ الذي معادلته 2 = ر مقارباً 
0 معدججع 

أفقياً للخط البياني ,© التابع / . ادرسء بالاعتماد على إشارة 2 - ()/ » وضع الخط البياني 
,0 بالنسبة إلى المستقيم المقارب ۸. 


تؤول دراسة الخط البياني ,0 بالنسبة إلى المستقيم ۸. إلى دراسة إشارة المقدار 2 - (5)/ ولقد وجدنا 


1- 
aT‏ 
ومن الواضح أنّ 2-(:)/ موجب على المجال |3-,0ه-| = ,7 وسالب على المجال 


|[ + ,3-[ = ر1. وبهذا يقع ,0 فوق ۸ في المجال ,1 وتحته في المجال ,1. 


© احسب نهايات التوابع الآتية عند مه+ وعند مه-. 
O‏ 2+1 - ”2+ ةوه = f(a) = -3* +1 © f(a)‏ 
© م ”5+ 12:35 - نمق = f(a) = 52-3: -1 ® f)(‏ 
f») = -2* +1003 © f)2( = 72 + 2 - 52-1 ©‏ 


© صب كياية القايع: ر "لمعتل اة 52-1 


1ج 


الشرط: إذا كان 4 < »کان )ا في المجال |4.9,5.1]. 








= ()ر عند مه+ء ثمَّ أعط عدداً 4 يحقق 


N 








© نهاية تابع عند عدد حقيقي 
ثذكر أنّ منطلق أي تابع / مما سندرسه هو مجال غير تافه أو اجتماع عدة مجالات» وأننا نرمز 
إليه بالرمز ,7 . وعند دراسة نهاية هذا التابع عند نقطة ۾ فإمًّا أن تنتمي » إلى منطلق هذا 
التابع أو تكون طرفاً لأحد مجالات هذه المنطلق. 


2 . النهاءة اللانهائية عند عدد حقيفى» المقارب الشاقولي 


7 تعريوم 3 


نقول إن نهاية 'ثم/ عند ۾ هي +٠١‏ إذا تجاوزت قيم ()/ أي عدد حقيقي 1 حين تقترب نه 
بما يكفي من العدد ۾. ونكتب ذلك مه+ = (م)ثر سندنا. 


في الشكل المجاور نرى أنّ قيم التابع تتجاوز العدد 1 عندما يصبح 
بُعد » عن ۾ أصغر من حد معين »» حيث ٠‏ عدد حقيقي موجب 
افا 

يكافئ التعريف السابق القولَ مهما كَبْرَ العددُ الحقيقي /1 فيوجد مجالٌ 
مفتوح 1 مركزه © يحقق: « إذا كان » من ,01 1» كان 14 < (نه)[ ». 





نقول إن المستقيم الذي معادلته ۾ = بن هو مستقيم مقارب شاقولي لمنحني التابع. 
ونعرّف بالممائلة مه- = (نه)م/ صناء إذا صارت قيم (5)/ سالبة 
وأصغر من أي عدد حقيقي 1 مُعطى سابقاً عندما تكون ى قريبة بما 
يكفي من العدد 4. أو مهما صَعْرَ العددُ الحقيقي السالب /1 فيوجد 


مجال مفتوح 7 مركزه © يحقق: 
« إذا كان » من ,»کان .«f(z) > M‏ 





نقول أيضاً في هذه الحالة إن المستقيم الذي معادلته » = » هو مستقيم مقارب شاقولي لمنحني التابع. 


مكل التابع س ا :/ معرف على المجال Dr = 10, +oo|[‏ 
4 


والنقطة 0 = + لا تنتمي إلى المجال +2 ولكنها أحد طرفي هذا 
المجال» يمكننا إذن دراسة نهاية التابع عند النقطة 0= . 


عندما تقترب الأعداد » من 0 فإن القيم س تصبح كبيرة أكثر 
T‏ 





فأكثر. إذا كان 1 عدداً حقيقياً موجباً تجاوزت قِيمُ التابع العدد 





4 مهما كان /1 كبيراً» عندما تصغر قيمة ‏ بحيث يصبح e‏ 


نقول في هذه الحالة إن نهاية التابع / عند الصفر تساوي +٥0‏ . ونكتب عندئذ 


جج 0+ 


ويكون محور التراتيب الذي معادلته 0 = : مقارباً شاقولياً لمنحني التابع. 


2 النهابة عند 0 هى عدد حقيفى £ 


7 تعريم 4 


نقول إن نهاية ۽ عند ۾ هي / إذا تجمّعت القيم ()/ قرب القيمة £ عندما تصبح ” قريبة بما 
يكفي من 4. ونكتب ذلك 4 = (2)/ر مطنا٠‏ 


# مهما كان 0 ٠<‏ فإن القيم (»)ر ستقع داخل المجال 
=e, +e|‏ €| عندما يصبح المتحول » من ,1 قريباً من 
4» أي عندما يصبح بعده عن » أصغر من حدٌ معين 6 
(يتعلّق بالعدد .(e‏ 

٠#‏ أ سيم كال ووا مصوعة کل اة جد ا کی ع 
النمط ]6 + 6,4 - 2,010 حيث 0 < 6. 





= أو مهما كان 0 < ع فتوجد مجموعة من النمط ]6 عد هرة - 2,116 حي 0 تحقة 
عناصرها المتراجحة + > |0 - (8)/|. 





تعيين مجال 


نعلم أنّ العدد 3 نهاية للتابع 1+-45/. ب : م/ عند 2. عيّن مجالاً 1 مركزه 2 يحقّق الشرط: 
إذا كان من المجال 1» كان ()/ من المجال |2.99,3.01| = ل. 


يكافئ القول «(»)/ من المجال |2.99,3.01|» القول «3.01 > 1+ 4/ > 2.99»» إذن 


2َ a 
وأخيرا لل > ۾ > کے‎ 2.99” > 42 +1 > 17 


¢ وهذه المتراجحة تؤول بعد الاختزال 
إلى 2.015025 > » > 1.985025. فمثلاً يمكننا أخذ المجال ]1.99,2.01[ = 7 لينتمي (»)/ إلى 


المجال |2.99,3.01| أياً كان » من 1. 


وكان بالإمكان أيضاً أن نلاحظ أنّ 


mT 4)2 ح‎ 2( 
3 د‎ N42 +1 


|2 - 4|2 |2- |4 
2- | ا > ل = 3 - 1+ 41 
ظ ظ 4<0+1ل. +3 1+ N4:‏ +3 | | 


فالشرط 0.01 > |2 - | يقتضي 0.01 > |3 - 1+ 4/.| أو المتراجحة |1.99,2.01| © تقتضي 
/4z +1 > 1‏ > 2.99. 


رض لماذا لا يكون لتابع “رء بالضرورة» نهاية عند كل نقطة من ,10 ؟ 
لنتأمل مثلاً الخط البياني للتابع / المعرف على المجال [0,5] = 7 وفق: 


]02 م 1| _ 
ازع و کا 
3= (2)» ولكن 3 ليس نهاية للتابع 'م/ عندما تسعى ‏ إلى 2. في 7 


حقيقة الأمرء إذا تأملنا المجال المفتوح ]2.5,3.5[ الذي مركزه 3 ونصف 
قطره 40.5 لوجدنا أله لا يحتوي جميع القيم ()/ الموافقة لقيم ‏ التي 


050 


تنتمي إلى أي مجال مفتوح 7. مركزه 2. فعندما تقترب » ضمن ل بقيم 


أصغر من 2 (من اليسار) يكون 1 - (2)/ والقيمة 1 لا تنتمي إلى 7 0 
]3.5 ,2.5[. هذا إثباتٌ أنْ ليس للتابع / نهاية عند 2. 




















4 























وض لماذا نتحدّث عن نهاية من اليمين ونهاية من اليسار ؟ 
لأننا قد نجد أنفسنا أمام تابع / ليس له نهاية عند © (لا حقيقية ولا لانهائية)» ولكن إذا قصرنا 
مجموعة تعريفه على المجموعة ED,‏ وكانت هذه الأخيرة غير خالية» وأصبح للتابع الجديد 
(الذي يختلف عن السابق فقط في منطلقه)» نهاية £ (حقيقية أو لانهائية)» قلنا عندئذ إِنَّ التابع يقبل 
نهاية من اليمين عند » ونعبر عن ذلك بالكتابة : 
lim f(a) =4‏ أو 1= lim f(a)‏ 


أوجيرو 2:<0, 0 جديرو 





وبالممائلة» إذا كانت المجموعة ,01 ]0,هه-[ غير خالية» وإذا قصرنا مجموعة تعريف التابع على 
المجموعة ,01 ]0,0ه-[» فأصبح للتابع الجديد (الذي يختلف عن السابق فقط في منطلقه )» نهاية / 
(حقيقية أو لانهائية)» قلنا عندئذ إن التابع يقبل نهاية من اليسار عند © ونعبر عن ذلك بالكتابة : 

lim f(z) = € أو‎ lim f(z) = / 


LT=Q, <a 








هذ تدر 

© احسب نهايات التوابع الآتية عند مه+ وعند 0ه- وعند النقطة ى المعطاة» ويمكن في حالة عدم 
راك ف ای ال را عرو اسان کم 

2-5 2+ دج 




















a=1 ©‏ دح كردر © f(2) = EE a=2‏ 
5z +1 2-1‏ 
8 ددن نه © أعدي ' 0 ا 
4 
© 0-2 و زمار © 2- a=‏ و لوس وناك قار 
© جذ كهاية الاح لين بالعللاقة - = ا سكا ا عزن عدا و ماق القرطه إذا 


كان ± عنصراً من المجال e,1 + e]‏ - 1[ مختلفاً عن 1 كان 10 < (»)/. 


2 





© العمليات على النهايات 
تفيد المبرهنات الآتية» التي سنعرضها في جداول» في حساب نهايات التوابع و + f‏ و وار و أ إذا 
9 

كنا نعرف نهاية ثم و و. هذه النهايات مأخوذة إما عند هه+ أو عند مه- أو عند نقطة ما ۾ من 12. 
في الجداول أدناه £ و2 هي أعداد حقيقية. الخانات ذات اللون الأحمر تدل على الحالات التي تتطلب 
دراسة إضافية لاستنتاج النهاية ونسميها حالات عدم التعيين. في بقية الحالات» نقبل النتائج المبينة وهي 
سهلة التوقع حدسياء فمثلاً إذا كان + = (2)/«دنا وكان 3 - (ء)و صا[ فإننا ندرك أن 
مهل = ()(9 + ثر) lim‏ 


5 نهاءة الجموع 





38 نهاءة الكسر 




















4.3. صيغ عدم التعيين 
عندما نكون بصدد حالة عدم تعيين فإننا لا نستطيع أن نحدد النهاية اعتماداً على الجداول السابق» وتلزم 
دراسة أكثر تفصيلاً في هذه الحا 


» + وه‎ - o0» 





9 هذه الكثاية هي رموق لتسييل كتاية حا لات عدم التغييق وليس لها مى رياضني إذ لآ يجوز مقا 
أن يكون المقام معدوماً في الكسر الأول. 


كيف نستفيد من المبرهنات السابقة؟ 
2 


احسب نهاية التابع 2 بم : ۸ عند الصفر. 


5111 TZ 


ينتج 7 من قسمة تابعين» إذ إن لح وقد ا وات جا f:‏ و si"‏ جه : و. ونلاحظ أنّ 
9 





0 = ()/ سنا و 0 = (#)و «ا. إنّ العمليات على النهايات لا تجيب عن مثل هذه الحالةء تُحاول 
0¬ 2+40 


إذن البحث عن صيغة أخرى للتابع ۸ تكون أكثر مُلاءَمة لحساب النهايةء فنكتب 








كك - م 2ے 1 رمر 
Sin z sin 4 uz)‏ 
, 512 5 5 ا 
حيث 5 = (2 u)‏ و 1 - ده = (ت)هء وهنا نعلم من دراستنا السابقة ان 
ا limu(z) = lim‏ و 1- = (1- lim u(z) = lim(z‏ 
a40 2‏ جتنو 2+0 0¬ 


إذن نستنتج من العمليات على النهايات أن 1- = (ه)ث/ دنا . 
0¬ 


إزالة عدم تعيين 
Na +1‏ 


احسب نهاية التابع E‏ 0. 
43 
لا تمكن الاستفادة من مبرهنات العمليات على النهايات مباشرةء لأنَّ نهاية كل من البسط والمقام تساوي 
الصفر. لذلك نكتب 
1 11+ للك احدوه] وت عدوي 
s(z +1 +1) (Nz +1+1) Nz+1+1‏ 
ولما کان 2 = [1+1+ lim (Ne‏ استتتجنا أنْ > = lim f(a)‏ 
0+ 


4+0 
١٠ م‎ 


= ()ل. 

















إزالة عدم تعبين 








احسب نهاية التابع “ لك وري ا ف د + 
نكتب 
وا + | 
#لد_ _ 26 اق كران وم اسن 
= +1 +| 
3 3 


ولدينا 5-6 صتا و ےا سنا » إذن 1= (:)/ صتا . 


دنسي too NT‏ ممدجيو 
وض كيف نجد نهايات توابع كثيرات حدود صحيحة و نهايات توابع كسرية عند 00+ أو مه ؟ 


# عند +٠0‏ وكذلك عند مه-»ء نهاية تابع كثير الحدود هي نفسها نهاية حدّه المُسيْطرء أي 
الذي له أعلى درجة. لإثبات هذه الخاصة نضع الحد الأعلى درجة خارج قوسين. 


لدراسة نهاية التابع 1 - م + 22 - 3به به : ثم عند مه+ء نرى أنّ الحد المُسيْطر هو 


دسي فنكتب 
1 1 2 
ا + 1-2 ثم =( 
HA‏ 2 20 
ولمّا كان 
lim 1-2-21‏ و مهل = تن lim‏ 
i a gS. J E 2 5‏ موجه 


استنتجنا أنّ 06+ = (ي)/ صا . 


Lr gê, ® 


" عند + أو 00 —› تساوي نهاية تابع كسري (كل من بسطه ومقامه تابع كتير الحدود) 
نهاية خارج قسمة الحد المُسيْطر في البسط على الحد المُسيّطر في المقام. لإثبات ذلك تخرج 
الحد المسيطرء في كل من البسط والمقام خارج قوسين ونختصرالنتيجة ثم نبحث عن النهاية 
المطلوبة. 








هتال لندرس نهاية التابع الا بور يز فك وحمت إن الح الو فی اس هر 


2 - 32 +1 

2 والح المسيْطر في المقام هو 2. إذن نكتب في حالة ± سالبة وصغيرة بقدر كافب: 
00 7 د + 1| مد 
2ك ا = f(2)‏ 


ل + ة- )| 
12 46 


ولكن 


1=( + 1-2 صا[ و 1= +1 صا[ و ا lim‏ 
Tu 4‏ ومو-جدىر 77 00 -—+—4 7 134-0 
إذن نهاية التابع ‏ عند مه- تساوي 0 أو 0 = (مثر صنا . 
هذ تدر 
© احسب نهايات التوابع الآتية عند هه+ وعند 0ه- وعند النقاط ى المعطاة» ويمكن عند الحاجة 
حساب النهاية من اليمين ومن اليسار عند ©. 











_22 +1 3 2ُ 5 
(= FE a= 2-2 © STE ET a=1,2 © 

5 1 1 5 2 1 
ا‎ a=12 © f(z)=zx 21 0 a=1 © 


© عيّن فيما يأتي مجموعة تعريف التابع /» ثمَّ ادرس في كل حالة نهاية / عند أطراف مجموعة 
تعريفه» وادرس» عند اللزوم» النهاية من اليمين والنهاية من اليسار. 











® حك 005 SE 0 IE‏ 
f) = a+ 8‏ ع - مار 
z +1 2‏ 
2 
® علا م © د ووم © هل - 1دوك = رمام 
1+ 2 
© أوجد نهاية التابع م المعين بالعلاقة ا د عند ممه 8 ایت ا 4 یکی 
E‏ 

الشرط: إذا كان 4 < ١ء‏ كان (2)/ في المجال ]1.95-,2.05-[. 

© أوجد نهاية التابع م المعين بالعلاقة 15 درمز عند ۰5 ثمَّ أوجد مجالاً 7 مركزه 5 يحقّق 


الشرط إذا انتمى * إلى المجال 7» انتمى (2)/ إلى المجال ]3.95,4.05[. 











56 مبرهنات المقارنہ 


1.4. ميرهنة الإحاطة 


© مبرهنة 1 


لتكن / و و و 7 ثلاثة توابع معرفة على مجال من النمط ]0ه+,7| = 7 ولنفترض أنّه عند كل 
» من 1 تتحقق المتراجحة ()/ > ()/ > ()0. ثْمَ لنفترض أنّ للتابعين و و 7 النهاية ٤‏ 


ذاتها عند ۰+٥‏ عندئذ / = f)z(‏ imا‏ . 
هدجي 


الإثباءهم 

استناداً إلى الفزضء كل مجال مفتوح 7 مركزه £ يحوي 
جميع قيم (2)و و()/ الموافقة لقيم » من مجال 
أده+,4[. ويمكننا أن نفترض أنّ 0 < 4. عندهاء لأنّ 
(:ه)5 > (نه)/ > (ه)و على المجال 1» وقعت جميع (2)/ 
الموافقة لقيم » من المجال |هه+ ,4| في المجال .. 

إذن 4 = ()/ سطا استناداً إلى التعريف 1. 


احسب نهاية التابع 


عند كل من |0ه+,0| تتحقق المتراجحة 1+ > * «دذه > 1- ومنها نستنتج أن 


Sin 2 
ع‎ 





sin 2 





جا 2 :ثم عند محل . 





5 
3 


چ 


1 
E < I انهادا إلى‎ N ١ ضف‎ (2= lim ولأنّ عدجا‎ 


2 مملجدوعو 32 ممدج يرو و +¬ 


7 مبرهنة 2 


ليكن / و و تابعين معرفين على مجال +٥|‏ ,| = 1 ولنفترض أنه عند كل من 1 تتحقّق 
المتراجحة (2)و > |/ - (5)/|. ثم لنفترض أنّ 0 = (2)و دنا » عندئذ £ = (5)/ر سنا . 
+o0‏ +14 0ن 





الإثباءهم 


تعني المتراجحة ()و > |4 - ()/| أن ()و + 4 > ()/ > (د)و - 4. وإذ 0 = (ے)و سنا › فإِنّ 


++ جج 
/ = ((z)و‏ + 4) سنا = g)z((‏ -€) سنا . 
+oo 2+ +o0‏ +4 
وعليه» استناداً إلى المبرهنة 1ء نجد / = (ي)/ سنا . 


مجع 
تبقى نتائج المبرهنتين 1 و2 صحيحة عندما تؤخذ النهايات عند مه . إذ يكفي أن نستبدل 
المجال ]5,مه-[ بالمجال ]0ه+ ,7[» أو تؤخذ النهايات عند عدد »۾ حيث نستبدل بالمجال 7 مجالاً 
من النمط ]4,8[ أو ]4,4[ أو بمجموعة من النمط (2(14 بك[ = ]2 ,وز نا ]هبك[ . 


© مبرهنة 3 


لیکن / و و تابعَيّن معرقين على مجال +٥]‏ ,ا[ = 1. 
© إذا کان (8)و < (5)/ » عند كل 1ه من 7» وكان + = (ي)و صنا » كان 


وو جاتر 


. lim f)z( = +0 


is e ®, 3)‏ 
© إذا كان ()و > () ۰ عند كل # من 7» وكان ہ- = (a)و lim‏ »کان 
مه- = /f)z(‏ صتا . 
ولد +34 


الإثباءته 

استناداً إلى الفزض» كل مجال من النمط |مه+,11[ يحوي جميع قيم (2)وء عندما 4 < :ء ولأثنا 
يمكن أن نأخذ 0 < 4» فتتحقق المتراجحة (0)2 < (5)/» نستنتج أنّ هذا المجال سيحوي أيضاً جميع 
قيم (م)ثرء عندما 4 < «. إذن 05+ = (2)/ ”1ا بناءً على التعريف 2. ويجري بالمثل إثبات الفقرة 
الذانية من المبرهتة. 


احسب نهاية التابع هومن ل جاه f:‏ عند مم+. 


مهما كانت # كان 1- < دوم ومنه 2-1 < :ووم + #2 = (م)يرء» ولكعن 00+ = (2-1) صا » 


6 ق 


فاستناداً إلى المبرهنة 3 ينتج أن مم+ = ()/ صا . 


¬+ +00 





بس مع تابع الجزء الصحيح 


افر اة الا ا اك 


()5 هو العند الصحيح الوحيد الذي يحقق 1+( © > ۾ > )۰8 أو ه > (ه) < 1= 2. 
وعند قيم ‏ من المجال |0ه+,10| تتحقّق المتراجحة 


1 3 


جا f:‏ عند مم+. (8 هو تابع الجزء الصحيح). 


1> حتفن 





اق 1( سينا » فإنَّ مبرهنة الإحاطة تفيد باستنتاج أن 1 = (ء)/ سنا . 


]| في جوار الصفر 1 


درن ا اقا و ا #1 عند اشر 


ا 








× |نه| > |0 - (2)/|» ولان > وء 





ب 
sin —‏ 
32 


أياً تكن » من (200» فإِنَّ 
|:| > |0 - )| 
ولكن 0 = |#| سدناء فاستناداً إلى المبرهنة 2 نجد 0 = (ي)/ سنا . 
مجحبو (اجديو 


وى ما المعلومات الإضافية التي تزودنا بها مبرهنة الإحاطة ؟ 


إضافة إلى معرفة نهاية تابع» تفيد هذه المبرهنة في: 
" معرفة القيم التقريبية لتابع عند قيم المتحول التي هي في غاية الكبر. 
معرفة سلوك الفرع اللانهائي للخط البياني للتابع. 


ادرس سلوك التابع ع + > fis‏ في جوار +٥‏ . 





مهما كانت من 8»› كان 1 > # ذه > 1- ومنه ١‏ 
22 > #مزو2 + > 29 
إذن 
f) > 24‏ > 2-2. 1 
E‏ ا م شنا إلى اتسر :8 فت أ 


. lim f(z) = +o 


ممدج عو 
إضافة إلى معرفة نهاية ر عند 00+ ء لدينا المعلومتان الآتيتان: 
© إن ِ هي قيمةٌ تقريبية للعدد ()/ بخطأ يساوي 2 زيادة أو نقصاناً. فمثلاً 


2+ لك 000 وي 0 ۽ 





.498 > /)0000( > 5 


ب 


) 
© الخط البياني للتابع / محددٌ بالمستقيمين اللذين معادلتاهما 2 ديه کا 


ينه تدر 


© أجب عن الأسئلة الأتية: 


0 
2 








© ۶ تابع يحقق ۳ > رہم > 8 أيَا كان 1 < :. ما نهاية / عند م+؟ 
کل 4 
COST 1 TOT‏ 1ل عه د COST‏ 
© أثبت ار < < ايا يكن 1- < . استنتج نهاية جا ي f:‏ عند 
E O‏ اعد يكن 1+ z‏ 1 


مه+ . ثم ادرس بالمثل نهاية التابع ذاته عند مه-. 
80 > |3 - ()/۱ ایا کان Mods Oe td‏ 
ان سنن م < (مارء أي كان me dE 7 AGED‏ 
© أثبت أن 5- 2ه < »دو - 2» أيَآ كان العدد الحقيقي :. استنتج من المتراجحة السابقة 
نهاية م مزو5 - دن جا عند 00ل وعند مم-. 
© ليكن/ التابع المعرف على المجال |مه +,0] وفق مله - + + 1ل = ( 
f 1 df‏ 
© تحقق أن = () أيأيكن 0 < ه. 
+a‏ به + 1ل 


1 
21/1 + 


1 e 
< > وا‎ ١ © 
> f) > ستتتج أن حب‎ 





في حالة 0 < 4. 











© نهاية تابع مركب 
سنقبل دون إثبات صحّة المبرهنة المهمّة الآنية: 


© مبرهنة 4 


نتأمّل ثلاثة توابع / و و و ۸ ونفترض أن (()”)و = ()۸ ه و = (م)/ . إذا كان 
limh(z) = b‏ و lim gt) =c‏ 
2-8 جخ 
فعندئذ » = ()/ صذاء وذلك سواءٌ كانت المقادير ۾ و5 وء أعداداً حقيقية منتهية أو مقادير 


لنيائتة: 


9 عند استعمال هذه المبرهنة في إيجاد نهاية تابع مركب ((»))و م + : /ء عند 4» نبحث بداية 


عن (۸)4 ۳ا = 0ء كُمَّ نبحث عن نهاية و عند 5. 


© ابحث عن نهاية التابع 1+« - ”ول جاه : ثم عند مم+. 


© نتأمّل التابع المعطى على المجال +٥‏ ,| بالعلاقة = = ()م . ما نهاية هذا التابع 





ندما 3 1؟ 
عندما تسعى 2 إلى + ؟ 


موحلتجديد 
وأنّ مهد = ×۷ سنل » إذن ہ+ = f)z(‏ صنا ٠‏ 


قن ج 1¬++o0‏ 


f 1 250 : 


1 : 
lim h)2( = 0‏ و ممل = اح سنا ء إذن ہ+ = زمار صنا. 
جزم X¬0\ N X‏ ابي 


9 عندما نكتب ()۸ = × و ()(۸ ٠‏ و) = ()و = (#)/» نقول إننا غيّرنا المتحول. وفي 
الحقيقة نحن بذلك نكون قد ركبنا تابعين. 





وض كيف ننقل دراسة النهاية عند مه+ إلى دراسة النهاية عند الصفر؟ 


5 1 ب 1 
بلجراع عير و 


لنتأمل» عند ٠+٥‏ سلوك التابع f‏ المعرف على *۸ وفق SBA‏ لا يفيدنا 
4 
استخدام فراع العطليات..على_النهاياك» أن 0:- من فا ا تحت شر امول 
4 3 


مملجع 
sSinX | ¢ 1s. 1ِ‏ 1 1 
بوضع - = (۸)2 = ×» عندئذ يكون = f)»(‏ و 0= (۸)2 mنا‏ . إذن 
4 





g++ 00 X 





sin X 
س [[ = 1 د‎ 
E 


1 


9 يساعد تغيير المتحول وفق ‏ = ٠×‏ أيضاًء في: 
ف الاتققال هق در اة ت الي من اليه إلى درام القيانة غكك و 
“تقال سن وراسة النياية عة الي من السار الى دراس النياية عند وخ 
الانتقال من دراسة 'الثهاية عفد وو إلى دراسة النياية عند 'الصشن ٠‏ من اليمية. 


* الانتقال من دراسة النهاية عند 0ه- إلى دراسة النهاية عند الصفر » من اليسار. 


ور لا كرد العدد الف فام اماق كر هاعد ج زربي ©1027 مرو بو 

2-0 ١ 58 

تذكر أن القول « / اشتقاقي عند 0» يُكافئ القول « للتابع لعا ا = رون بن نهاية 
حقيقية £ عند الصفر». وعندها يكون (ه)'f‏ -/. 

لنتأمل التابع المدروس و» ولنلاحظ أنّ ()و = (ه - )اء إذن نحن أمام نهاية تابع مركب» فإذا 
وضعنا 4-6 = (بدامء كان 


ولان 








© فيما يأتي» تُعطى تابعاً / معرّفاً على مجموعة 7 ويُطلب حساب نهاية / عند ». 




















© 5ده ,ل - ۵ D =]5,+oo|,‏ 
5 - 3 
© مه a=‏ بس 2 + قودلا = زمر ,| قلارمه-| ار 
ad = - 6 9‏ الخطك = f)(‏ ]1,مه -—|= D‏ 
2+1 
1 
© 1 دن ع + D = RNY}, f(u) = cosa‏ 
Tra +1 5‏ 5 
a= +00 ©‏ | زم = مر D = R\{-2},‏ 
a =1,-00 ©‏ , ف = f(2)‏ ]1,مه -][ ع D‏ 
-1 
a = +00‏ | اده = زمار ,]مه ,0[ = D‏ 
2 
a= +00 ©‏ | + ل )=( D = |0, +oo|,‏ 
7 
a= +00 ©‏ م f(z) = cos‏ ,]مه ,1[لا]1-روهه -[ ع رز 
z +1‏ 
© يكن ر العام المعرفه طلى المجال ]هذاه قت ] فق ج - (مار. 


© احسب (2) صا » واستنتج ((2)/)/ سنا . 
© أعذ حساب ((5)/)/ دنا بعد كتابة ((2)/)/ بدلالة . 
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© المقارب المائل 


ليكن ‏ تابعاً معرفاً على مجال من النمط |0ه+,5| = 1. وليكن ,0 الخط البياني للتابع / في 
معلم معطى» وكذلك لیکن ۸ المستقيم الذي معادلته ۵+ 2ه = . نقول ان المستقيم ۸ مقاربٌ 
للخط البياني ,0 في جوار 0ه+» إذا وفقط إذا كان: 

lim (f(z) - (az + b)) = 0 


ونعرّف» بأسلوب مماثل» المقارب المائل في جوار مه-. 


9 هندسياً: ليكن » عدداً من مجموعة تعريف /» ولتكن 

4 نقطة من ,0 و 7 نقطة من ۸ تساوي فاصلة كل منهما 

». عندئذ |(0 + ه) - ()/ | = 214 . واستناداً إلى التعريف 

كلما كبر العدد » صَعْرِتْ المسافة ۶11 أي اقترب الخط 

البياني ٥0١‏ من المستقيم ۸. 

إضافة إلى ذلك» تمكئنا معرفة إشارة (0 + #ه) - ()/ من 
تعيين وضع الخط البياني ,0 بالنسبة إلى مقاربه ۸. 


س قارب مالل 


6 الخط البيانى للتا ۱ بالعلاقة 1+ 32+ a‏ _ ۲ ۸ المستة 
1 ياني للتابع / 7# المعطى ب NS ST‏ لمستقيم 





الذي معادلته 1+ 3= .y‏ 
© أ ثبت أنَّ المستقيم ۸ مقارب للخط ,© في جوار مه +. 
© ادرس وضع م0 بالنسبة إلى ۸. 


© لاحظ أن 


a +3: +1 ت2جه)-‎ +32 +2) 1 


ا E‏ ا 





إذن. کد س درو هھ وا د فالس ےھ مسقم مقارب اللفظ البياني. +0 


2+00 auto بج‎ + 2 





في جوار +٥0‏ . 


2 





© تعاكس إشارةٌ (1 + م) - ()/ إشارة 2 + إذن: 


© على المجال 


© فيما يأتي بيّن معللاً إجابتك إذا كان المستقيم ۸ مقارباً مائلاً للخط البياني ,© للتابع /» عند 


00+ أو عند مم-., 


O 


© 


3+ 2 = رن : 
عد وح رن : 

y= 2‏ 
7 ل هق = رن : 
y= 2 +1‏ 
وحم کل 
4 کو کک 
1= 


f)(- ):+1( >0 »›»[-2,+ |‏ فجزء 
الخط البياني م0 الموافق لقيم 2- < 5 يقع تحت ۸. 

* على المجال ]2-,هه-[؛ 0 < (1+ ) - (ه)/ فجزء الخط 
البياني ,0 الموافق لقيم 2- > » يقع فوق ۸. 











ادرس بعدئذ الوضع النسبي للخط Cr‏ و مقاربه .A‏ 








10 
2) = 22 + د و‎ wn, A 
12 24-1 
1 
2 
Ma A 
2 
f(z) = 3 سد‎ 6 A 
]2: | 
2 کڪ‎ 
e 72 7 A 
3 - 4 
3 
e 0 .ها‎ 
9 
(+1) 
سے و‎ 
= 3 e ۸ 
2: 
تج‎ Sg 1ه ولد‎ 
f(2) = 2 , A۵ 
2z +1 
























































© الاأستمرار 
1-7 الامتمرار عدن نقطة أوعلى مجموعة 


فيما يأتي / تابعٌ معرّفٌ على مجموعة ٠7,‏ مَؤلَقّة من مجال أو من اجتماع مجالات غير مقتصرة على 
نقطة واحدة. 


7 تعريوم 6 
لتكن 4 نقطة من م2 . نقول إِنّ التابع ر مستمرٌ عند »» إذا وفقط إذا تحقّق الشرط 
(0)/ = (هار سنا ٠‏ 
ونقول إِنَ التابع ۽ مستمرٌ على مجموعة 7 محتواة في ,2» إذا وفقط إذا كان / مستمراً عند 
كل نقطة من نقاط (7. 


9 نستنتج من هذا التعريف» ومن المبرهنات المتعلقة بالعمليات على نهايات التوابع» أن مجموع 
تابعين مستمرين عند نقطة (أو على مجموعة) مستمرٌ أيضاً عندها (أو عليها). وكذلك يكون جداء 
ضربهماء أو خارج قسمتهما شريطة كونه معرّفاً عند النقطة المدروسة. كما نستنتج من خاصة نهاية 
التابع المرگب أَنّ مرگب تابعين مستمڙين مستمرٌ أيضاً. 


7. الاستمرار والاشتقاقٌ 


© مبرهنة 5 


© إذا كان التابع / اشتقاقياً في نقطة »» كان مستمراً في ». 

© إذا كان التابع / اشتقاقياً على مجال 7» كان مستمراً على 1. 
الإثباءته 
نفترض أنّ التا اشتقاقى عذ اذن للتا المعدف ,العلاقة f)a(‏ - (2)/ _ اك 
رطن أن التايع ر التنتقاقي عد هه إدن الان و المعرف: العو سح لنت ك روز دياية 
منتهية عند » هي (0”// . نستنتج من ذلك أنّه في حالة » من ,72 مختلف عن 6 يكون 


f(z) - f(a) = (z - a)g(z) 
.lim (مار‎ = f(a) ولان (0)"/ = (ت)و سنا و 0 = (۾ - م)صسناء استنتجنا أنَّ‎ 


0حد هه 


2 





3.7 استمرار التوابع المرجعية 

© وجدنا في الصف الثاني الثانوي أن تابع « الجذر التربيعي » أي بل ب به اشتقاقي على المجال 
المفتوح |0ه+,0[» فهو مستمر على ]5ه0+,10. ثم إن (0)/ = 0 = هله صا » أي إِنَّ هذا 
التابع مستمرٌ أيضاً عند الصفرء فهو مستمر على كامل المجال |هه+,0]. 

© التوابع « كثيرات الحدود » اشتقاقية على ۸» فهي مستمرة على 12. 

© التوابع « الكسرية » اشتقاقية على مجموعة تعريفها 7 » فهي مستمرة على 7 . 

© التابعان »صنو ا ى و يوم جا ى اشتقاقيان على ۸» فهما مستمران على 12 . 

نستنتج مما سبق أنَّ جميع التوابع التي نحصل عليها من التوابع المألوفة سابقة الذكرء بإجراء عمليات 

جبرية أو عمليات تركيب هي توابع مستمرة على مجموعات تعريفها. 


وض كيف نتعرف استمرار تابع اعتماداً على خطه البياني ؟ 


في الشكلين © و © الآتيين» ,© و ,0 هماء بالترتيب» الخطان البيانيان للتابعين / و و المعرفين على 
المجال [2,6-] = 1. 
























































0 4 0 9 


التابع f‏ مستمر على I‏ لأنَّ خطه البياني مكوّن من «قطعة واحدة» أو لا Cr‏ يُرسم «دون رفع القلم» 
عن الورقة. أمّا التابع و فهو غير مستمر على 1 لأنٌّ 
lim g(z) =1‏ و 2 -(2)و lim‏ 


2¬+3,>3 z¬+3,<3 
.4 = 3 إذن ليس للتابع و نهاية عند‎ 
وی لماذا إذا کان تابعٌ مستمراً على مجال 7 لا يكون بالضرورة اشتقاقياً على 7 ؟‎ 
من المعلوم أن تابعاً اشتقاقياً على مجال 7» يكون بالضرورة مستمراً على 7» لكن العكس ليس‎ 
بالضرورة صحيحاً» فقد يكون تاب مستمراً على مجال دون أن يكون اشتقاقياً عليه.‎ 
































تابعٌ مستمرٌ على مجال وغير اشتقاقي عليه 


تابع « الجذر التربيعي » مستمر عند الصفر لكنه غير اشتقاقي عند 


























الصفرء لأنَّ 
f(0) _ e _ 1‏ هار 
وه 12 3-0 
إذن مد د (700- لقا يور 


0 ح بو 4+0 





9 يقبل الخط البياني لهذا التابع مماساً « شاقولياً» في المبدأ. 


7 ما هي نتائج الاستمرار المتعلقة بنهايات التوابع المألوفة وتركيبها؟ 


تركيب توابع مستمرة 


التابع 5+ 4# + ول به : ثر معرفٌ على 18 لأنَّ 0 < 5+ 4 + 2ه على 12 .وإذا رمزنا 
بالرمز و إلى التابع 5 + م4 + 2ه م وبالرمز ۸ إلى تابع الجذر التربيعي /ه ب :مء كان 
((2)و)۸ = (2)/ على . 
التابع / مثال عن تابع مألوف» لأنه مركب من تابعين مرجعيين «كثير حدود» و «الجذر 
التربيعي». التابع و مستمر على ۸ و ۸ مستمر على مجموعة تعريفه؛» فالتابع , مستمر على 
مجو ره 8 
بالمتل» التابع 
sin 2: + 08 2:‏ ج f:‏ 
تابع مستمر على ۸ لأنّه مجموع تابعين مستمرين على ۸ . 
© نتأمّل التابع 'م/ المعطى وفق #وم» -1/. = ()/. 
0 ما نة قرت 2 ؟ 
© أيكون / مستمراً على مجموعة تعريفه؟ 
© بيّن أنَ التابع / زوجي ويقبل العدد +2 دوراً له. 
© ليكن و مقصور التابع / على المجال [0,7]. أثبت أنَ و اشتقاقي وارسم خطه البياني. 
© استنتج الخط البياني للتابع / على المجال [27,27-]. ما مجموعة تعريف ”ر؟ 


























التوابع المستمرة وحل المعادلات 


8 . مبرهنة القيمة الوسطى 
سنقبل دون إثبات المبرهنة المهمة الآتية التي تصف خاصة أساسيّة من خواص التوابع المستمرة على 


مجال. 
چ هبرهزة 6 
إذا كان تابعاً مستمراً على مجال [0,ه]. عندئذ أياً يكن العدد الحقيقي ر المحصور بين (0)/ 


و (0)/» يوجد -على الأقل- عددٌ حقيقي © محصور بين ۾ و 5 يحقق ي = 0)/. 
9 بافتراض (6)/ > (0)/ وبوضع [04,5] = 7» يمكن عرض هذه المبرهنة بطرائق عدة» منها: 


" أياً يكن ر من المجال [(0(,/)0)/]» فللمعادلة ن = ()/» بالمجهول :» حل واحد على الأقل 


في المجال 1. 
* كل عدد حقيقي ي من المجال [(0(,/)0)/]» هو صورة عدد + من المجال 1. ويدل الشكل 


المرافق على أنّ العدد © ليس وحيداً بالضرورة. 





" إذا رمزنا بالرمز (7)/ إلى مجموعة الصور (52)/ عندما تأخذ ‏ جميع القيم في ٠1‏ أمكننا 
التعبير عن هذه المبرهنة بالقول: إن المجال [(0(,/)65)/] محتوى في (1)/. 


أ 1 300 
عموماً» نرمز إلى مجموعة صور عناصر المجموعة 4 وفق تابع f‏ معرف على 4 بالرمز 


()/ ونسميها صورة المجموعة 4 وفق /. 


© 





[a,b] E 0008 .2.8 


@ مبرهنة 7 


إذا كان / تابعاً مستمراً ومتزايداً تماماً على مجال [0,ه] = 1. 
© صورة المجال [5,ه] وفق f‏ هو المجال [(0)/ ,(۵)/]. 
© أياً كان ر من [(0(,/)0)/]» فللمعادلة ي = ()/» بالمجهول »› حل واحد وواحد فقط في 1 . 


الإثاءهم 
© لما كان / متزايداً تماماً على 7 کان 


f(a) > f(z) > f(0) 
مهما كانت ± من 7. إذن كل عدد من (5)/» ينتمي إلى‎ 
:]/)0(,7)0([ المجال‎ 
بالعكس» إذا كان ر عنصراً من المجال [(0(,/)0)/]» كان‎ 
من 7 (بناءً على المبرهنة 6)» إذن ينتمي‎ ٠» و صورة عددٍ‎ 
ر إلى (7). وهكذا نرى أنَ للمجموعتين (7)/ و [(7/)0(,/)0] العناصر نفسهاء أي‎ 
f(1) = [f(a), ])0([ 
إضافة إلى ما سبق» ليس للمعادلة ر = (5)/ أكثر من حلء لأنّ لكل عددين مختلفين صورتين‎ © 
.1 مختلفتين. بسبب التزايد التام للتابع‎ 
تبقى المبرهنة السابقة صحيحة في حالة تابع / متناقص تماماً على أنْ نستبدل المجال‎ 9 
إذا كان / مستمراً ومطرداً على المجال [0,ه] = 7 وكان 0 > (0)/ × (0)/» كان للمعادلة‎ 
.1 بالمجهول :هء حل وحلّ وحيد في‎ »/)©( = 0 
الإثباءته‎ 
في الحقيقة» تقتضي الفرضية 0 > (5)/ × (0)/ أنّ «0 عد (4)/ و 0 عد (0)/ وأنّ الصفر 0 يقع في‎ 
.7 المجال الذي طرفيه (04)/ و (0)/ . فهذه إذن حالة خاصة من المبرهنة‎ 





9 إذا كان / مستمراً على مجال مغلق [4,5] وكنّا نعلم بطريقة ما أنه مطردٌ تماماً على المجال 
المفتوح ]0,0[ فإنّ استمرار / يقتضي أنّ يكون / في الحقيقة مطرداً تماماً على [0,ه]. 


2 





حل معادلة 

ليكن / التابع المعرف على ۸ وفق 1- 24 - 5م = (تمار. 

© أثبت أن المعادلة 0 = (»)/ تقبل حلاً وحيداً © في المجال [2,3]. 

© اكتب معادلة للمماس 7 للخط البياني للتابع / في النقطة 14 التي فاصلتها 2 وعيّن » 
فاصلة نقطة تقاطع 7 مع محور الفواصل. 

© اكتب معادلة للمستقيم $£ المار بالنقطة 1 والنقطة ((77)0,/)0 . كُمَ عيّن 6 فاصلة نقطة 
تقاطع £ مع محور الفواصل. 

© رتب الأعداك ج و 8 وة تصاعدياًء واستتح مجالاً يخضر الحل ع. 


9 لإثبات أنَّ للمعادلة 0 = (») حلاً وحيداً في مجال [0,5]» نتيقن أنَّ , مستمرٌ وأته مطرد تماماً 
على [0,ه] وأنَّ (0)/ و (0)/ من إشارتين مختلفتين. 


E 


© تقودنا دراسة التابع / إلى جدول تغيراته الآتي: 





00+ 3 2 0 مه- | 13 
# لك ك 0 عي (»)/ 
+ کر 8 بجر 1 ر ق اي 1 7 o‏ 





ونلاحظ من الجدول أنّ التابع المستمر / متزايدٌ تماماً على المجال [2,3]ء وأنَ 1- - (2)/ 
و8 = (3)/» أي 0 > (3)/ ×(2)/. إذن للمعادلة 0 = (»)/ حل وحيد ء في المجال [2,3]. 


9 يُبين الجدول بوضوح أيضاً أن 0 > ()/ على المجال [2,هه-[ و 0 < (#) على المجال 
]+ ,3]. إذن» لا تقبل المعادلة 0 = (8ه)/ سوى الحل م = به في 128. 

© معادلة المماس ”7 في النقطة (1-,114)2 هي : 9- 4 = (2)/ + (2 -)(2)"/ = ر» وهو يقطع 
محور الفواصل في النقطة التي فاصلتها 4 = .٠ه.‏ 

© معادلة المستقيم £ المار بالنقطة (1-,11)2 والنقطة (27)8,12, إذ 25 = (9)/ء هي 

وهر وى للا ر 


0 1 


89 81 
ےس 
8 6 


© لاحظ أنّ 0 < 15 = (») و 2 دك قار إذن به > »2 > ۰8 وعليه ]» ,0| © .٥‏ 
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في الحقيقة» يمكن تعميم المبرهنة 7 إلى حالة مجال لا على التعيين 7 وتابع / مطرد عليه إذ يكون 
في جميع الأحوال (7)/ = 7 مجالاًء توضّح المبرهنة الآتية الحالات المختلفة للمجالين 7 و ل وذلك 
تبعاً لجهة اطراد التابع / : 


فيما يأتي + و5 عنصران من المجموعة (0ه+ ,مه-) لا » ونفترض أنّ 0 > 4. ونفترض أنّ 
التابع / تابع مستمرٌ ومطردٌ تماماً على المجال 1 وأنّ (7)/ = .J‏ 





متزايد تماماً متناقص تماماً 
f(a)] (1) = (f(a), f(0) 1 = [a,b[‏ ,(1)6] = )1( 
[0.ه[ = 1 f(T) = [f(0), lim f(a)| f(1) = lim f(z), f(0)‏ 
f(z), f(e)| f(D) = [f(a), lim f(e)| TT‏ سنا = J(1)‏ 
f 1 lim /)2(| 1 = ]a,b|‏ سنا[ = J(1) = Jlim f(z), lim f(a)| f(1)‏ 


حل معادلة 
تأمّل جدول تغيرات / المعرف والمستمر على 1. ما عدد حلول المعادلة 0 = ()/ في R؟‏ 


2: — 00 -1 2 +00 


f(u)|+oo0 XN -2 7 4 N 3 











انطلاقاً من جدول التغيرات» سنهتم بتحديد قيم f‏ في كل من المجالات 
]1-,مه - ]= ,1 و [1,2-] = وا و ]2+0[ = ,1. 
استناداً إلى المبرهنة 8. لمّا كان / مستمراً ومتناقصاً تماماً على كلّ من ,7 و ,1 ومستمراً ومتزايداً 
تماماً على ,1 استنتجنا أنّ 
f)[,( = [ - 2|‏ = يق و [2,4-] = (ول)/, = ول و ]3,4[ = (و0)/ = ول 
" م متناقصٌ تماماً على المجال ,1 وينتمي الصفر إلى المجال ,ل » فيوجد إذن في ,1 عددٌ 
حقيقي وحيدٌ » يحقق 0 = (0)/. 
* / متزايدٌ تماماً على المجال ,1 وينتمي الصفر إلى المجال ول» فيوجد إذن في ,1 عددٌ حقيقي 
وحيذ 6 يحقق 0 = (8)/. 
" ليس للمعادلة 0 = (5)/ حلول في المجال ,5 ٠‏ لأنّ الصفر لا ينتمي إلى المجال ڕل. 


نستنتج مما سبق أنّ للمعادلة 0 = ()/ حلين في . 


N 

















2 هل صورة مجال |0,6] وفق تابع مستمرٌ هي دوماً مجال [ 11[ ,771]؟ 

نعم حتى لو لم يكن / مطرداً. عندما [0,ه] = 1» يكون (7)/ مجالاً مغلقاً 
[1,] وأياً كانت :ده من 7 كان /3 > (5)م/ > ”. إذنء أياً كانت ب من 
[/3,] وُجد على الأقل عدد حقيقي » من المجال [0,ه] يحقق ي = )/. 


وص كيف يفسّر وجود ووحدانية حل المعادلة ي = (02)”/ ؟ 


" يتأكد لنا وجود الحل عندما يكون التابع مستمراً وتقع ر بين (ه) و (0)/. 
أما في حالة تابع غير مستمرء فإنَّ وجود الحل غير مضمون بالضرورة. 
ففي الشكل المرافق» التابع المرسوم خطه البياني معرّف على [1,4] ولكنه 
غير مستمر. ونرى أنّ المعادلة 4 = ()/ قابلة للحل. في حين لا حلول 
للمعادلة 2 = (م)مر. 


"" ويضمن لنا الاطراد التام للتابع وحدانية الحل. أما في حالة الاطراد غير 
التام» فقد نجد للمعادلة أكثر من حل. 
في الشكل المرافقء التابع مطرد ( متزايد )» ولكنه ليس متزايداً تماماً. ونرى 
أنّ جميع قيم المجال [2,3] حلول للمعادلة 1 = (م)/ . 




















8. مهوم التابع العكنسي 
لنتأمّل تابعاً / مستمراً ومطرداً تماماً على مجالٍ ما 7» ولنضع ل = (1)/. المجموعة 7.» كما نعل 
هي مجال. عندئذ: 


© أياً يكن العدد الحقيقي » من 1» ينتمي (»)/ إلى ل. 
© أياً يكن العدد الحقيقي ر من 7» يوجد عددٌّء واحد فقطء * من 1 يحقق ي = (#)/. 
عندما يتحقق هذان الشرطانء نقول إِنَّ م تقابل من 1 إلى ل 


يمكننا الآن أن نعرّف تابعاً و على 7. كما يأتي: إذا كان ر عدداً 1 

من ل وكان 5 الحل الوحيد للمعادلة رو = (م)مء عرّفنا 4 
» = (ر)و. نقول إِنَّ و» المعرف على (7)/ = ل» هو التابع 9 

العكسي للتابع f‏ المعرف على 7. كما نسميه التقابل العكسي 7 I‏ 


للتقابل ٠‏ ونرمز إليه بالرمز “ثر. 
وعلیه» أياً كان :ه من 7ء كان 2ه = ((5)/)و. وأياً كان ر من » كان و = ((و)و)/. 


وي 





















































ا مشا و هو التابع العكسي للتابع f‏ (0 --5/)»ء فإنَ / هو التابع العكسي للتابع و 
(/ - 1 و). وثكتب العلاقتان ± = ((9)/)2 و و = ((9)8)/ بالشكل 
ودروا 7ود ۴ 


وه لماذا يكون الخطان البيانيان لتقابل وتقابله العكسي متناظرين ؟ 


ليكن / تقابلاً مستمراً من مجال 7 إلى مجال 7.» وليكن و التقابل العكسي للتابع / . عندئذ أياً كانت 
۾ من 1 و أياً كانت و من 7» كانت العبارتان ي = (»)/ و = (7)و متكافئتين. 

في معلم متجانسء نرمز إلى الخطين البيانيين للتابعين / و و على التوالي بالرمزين ,0 و ,0» عندئذ 
٥,‏ و ,© متناظران بالنسبة إلى المستقيم 4 الذي معادلته » = ل. 


في الحقيقة» تكون نقطتان 17 متناظرتين بالنسبة إلى 





/ 

4 
/ 

J 








M‏ و 





TZ 
1 
المستقيم الذي معادلته : = ن إذا وفقط إذ كان‎ 
بودنم و »کل‎ 


نقطة من ,0 كانت نظيرتها 7 


= 


فهي إذن نقطة من ,©. ونجد بالمثل أنّه إذا كانت ١‏ نقطة من ,0©» 
كانت نظيرتها 1[ نقطة من ,0. 


التابعان ”4 ++ : ثم و هله ب » :و مستمران ومتزايدان تماماً 
على ]+ ,0] = 1. واذا وضعنا ی = (5)/ وجدنا نه = (/)9» 
وبالعکس» إذا كان نه = (9)1 كان ر = (5)/ .إذن يمثل كل من 
/ وم تقابلاً وتقابله العكسي» وفي معلم متجانس يكون خطاهما 
البيانيان متناظرين بالنسبة إلى المستقيم 4 الذي معادلته م = ن. 


508 1 
فإذا كانت E‏ 





























١ 

















© التابع / معرف على 1 وفق 2-# + 2م - ى = (ي). علل لماذا يكون للمعادلة 0 = (:)/ 
حل وحيد في المجال ]1,2[؟ 

© التابع 'م/ معرف على 1 وفق 1+ ”3 - 3ه = (م)مر. علّل لماذا يكون للمعادلة 0 = 1+ (:)/ 
ثلاثة وفقط ثلاثة حلول حقيقية؟ 

© ليكن / التابع المعرف على المجال [3,2-] = 7 وفق 1+ م = ()/. 
© ما عدد حلول المعادلة 4 = (5)/ في المجال 7؟ 


© ليكن / التابع المعرف على المجال [2,3] = 4 وفق لب = ()/. 
نيا فود حلوك السا د = )1 في الفحال 1؟ 


© ليكن / التابع المعرف على المجال ۸ وفق ‏ - نم3 - م4 = (22)/. 
© احسب (1-)/ و 7/2 و(0)/ و()/. 
© استنتج أنّ المعادلة 0 = ()/ تقبل ثلاثة حلول في المجال [1,1-]. 
© ليكن م التابع المعرف على المجال ® وفق 3ه - 8# + 1 ع (م)/ 
© ادرس نهاية / عند 00- وعند 00+. 
© احسب ()'/ وادرس إشارته؛ ثم نظّمْ جدولاً بتغيرات / . 
© أثبت أنَّ المعادلة 0 = ()/ تقبل ثلاثة جذور فقطء ينتمي كل واحد منها إلى واحد من 
لالت ]وى ا اس ود ااء 
© تتأمّل التابع ‏ المعقف على 12 وفق وم - به ع (م)مر. 
© احسب (0)/ و (2)/ واستنتج أنّه يوجد عدد حقيقي » يحقّق 0 = (0)/. 
© اشرح لماذا كل حل للمعادلة 0 = ()/ يجب أن ينتمي إلى المجال [1,1-]. 
© استنتج أن كل حل للمعادلة 0 = ()/ يجب أن ينتمي إلى المجال ]0,1[. 
© برهن أنّ التابع »و -* ب متزايدٌ تماماً على المجال ]0,1[» واستنتج أنّ للمعادلة 
0 = ()/ حل حقيقي وحيد » ينتمي إلى ]10,1. 
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ف كيد العبليات على الذيايات فن إبجاد اة قات مجموع اتن أو جاء كرما أو كارع فستهماء 
إلا أن هذه العمليات قد تقودنا إلى حالات عدم التعيين وهي: 
مو = 0x t00 <+o0‏ 
0 مهلك 


" إذا كان تابغ / أكبر من تابع ينتهي إلى +٠١‏ انتهى / نفسه إلى 00+ . 


واذا كان تابعٌ / أصغر من تابع ينتهي إلى 5ه-»ء انتهى / نفسه إلى مه-. 

" إذا كان تابغ ‏ محصوراً بين تابعين ينتهي كل منهما إلى 7» انتهى / نفسه إلى /. سواءً كان / 
عدداً حقيقياً أو كان مه+ أو مه-. 

"" عندما نبحث عن نهاية تابع مركب (()0)7 + 2ء عند م» نبحث أولاً عن نهاية ۸ عند مء فإذا 
كان ۵ = (2) ”زا بحثنا عن نهاية و عند 0. 

"" تسمح المبرهنة المتعلقة بنهاية تابع مركب» بتغيير المتحول. فعندما نبحث» على سبيل المثال» عن 
نهاية التابع 





1ح نج 


4x +1 4x +1 
1 —1 


ا:1 





عند ۰+٥0‏ يمكن أن نضع 2 1 = ()»» فيكون 2 = (8)»ه نا ويكون من تَمّ 
0 


4+4+0 


. lim f(z) = lim (u - 3u | = 32 - 24 = 8 
2ج معلجوع‎ 


لدراسة استمرار / عند ۾» نحسب lim f(z)‏ ونحسب (1)0. 


" التوابع الاشتقاقية هي توابع مستمرة. 


i 


5 عند البحث عن نهاية تابع» فك في استعمال التوابع المرجعية: بن جربيى كيج ia ogre‏ 


ولد جا دبا کي اي س . ثم اكتب (:)م بدلالة تلك التوابع بشكل 


" تذكّز أنَّ نهاية تابع كثير الحدود عند 00+ أو 0ه- تساوي نهاية حدّه المسيْطر. 








" تذكّز أنّ نهاية تابع كسري (بسطه ومقامه كثيرا حدود) عند 00+ أو 0ه- تساوي نهاية خارج 
قسمة الحدّ المسيطر في البسط على الحد المسيطر في المقام. 

عندما تقودنا مبرهنات النهايات إلى الحالة مه - +٠0‏ أو ْ تذكّز أن تضع الحد الأعلى درجة 
خارج قوسين. 

# عندما لا تفيد مبرهنات النهايات» فكر بالاستفادة من مبرهنة الإحاطة. 

"" لإثبات أنّ المستقيم الذي معادلته 5 + هم = ن مقارب للخط البياني ,0 في جوار 00+» يكفي 
إثبات أن 0 - ((اع lim ( (e) - (az‏ . (الأمر ذائه غند هنح 

" إِنَّ تغيير المتحول وفق + = × ينقل حساب النهاية عند الصفر إلى حساب النهاية عند 00+ أو 
عند مه-» وبالعكس. مما قد يسهّل حساب النهاية. 

" فكّز في أنَّ الاستمرار والاطراد التامء لتابع / يقودان إلى معرفة وجود حل المعادلة ۸ = ()/ في 


ان مع رف 7 وخا بهذا انهل 


" استمرار تابع عند » لا يعني بالضرورة قابلية اشتقاقه في ه. فمثلاً التابعان لہ م و |ه| جا ي 
مستمران عند الصفرء وغير اشتقاقيين عنده. 
"" لتعيين صورة المجال [5,] وفق تابع » لا يكفي حساب (0)/ و (0)/. 








طق 
نشاط 1 البحث عن مقاربات مائلة 
© أمثلة 
f .1‏ هو التابع المعرّف على ]هه+ ,0[ وفق +=( 
© لماذا يمكن تأكيد أنّ المستقيم ۸ الذي معادلته - » = و مقاربٌ للخط ,0 في جوار 217 
© بِيْنْ الوضع النسبي للخطين 4 وم6. 


2 
2. / هو التابع المعرّف على +٥٥]‏ ,0] وفق ا = (م)/ . 





7 2 
بإعطاء » قيماً كبيرة» تكون قيم (0)/ قريبة من .2 = -. فيمكن إذن أن يكون مستقيمٌ معادلته 
من النمط 0 + 2 = ر مقارباً للخط البياني ,0 . سنسعى إذن إلى كتابة (»)/ بالصيغة: 
سك دم + سه = (مامل 


2-83 
cC 


z+3 
.0, امكتع أذ ,0 يقبل مقارباً مائلاً ۰۸ وبين وضعه بالنسبة إلى‎ © 
. الحالة العامة. نتأمّل تابعاً  تابعٌ يحقق 00+ = (م)ر_مننا‎ © 


مملدجيوو 


1 ۸ مستقيم معادلته في معلم معطى» معادلته y = az +b‏ (0 عد ه). نفترض أن 
(f(z) - (az + b)) = 0‏ imا‏ . 





© عين عددين 5 و © يحققان + م + م2 = (م)رءأياً كان 0 ده 


أثبت أن كفا منا = ۾ و (f(z) - az)‏ مدنا = 0. مساعدة: اكتب 


7 موطهىنون موعلجوع 
( ع f(2) = az +b + (f(z) - (az‏ . 
2. وبالعکس» أثبت أنّه إذا كان 


قال »ا (ه عدد حقيقي غير معدوم) و (f(z) az) = b‏ دنا (5 عدد حقیقی ) 
7 400 00+ 4¬ 3 
كان المستقيم الذي معادلته 5 + نمه = ن مقارباً للخط ,0. 
© 5 لبية 


ليكن / التابع المعرّف على ]مه+ ,0] وفق 1 + ل = ()م . بالاستفادة من ©» أثبت أنَّ ,0 
يقبل مقارباً مائلاً في جوار +٥0‏ . 
ملاحظة: يُبحث عن المقارب المائل في جوار -٠١‏ بطريقة ممائلة لما هو في جوار 0ه+. 
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نشاط 2 نهايات جديرة بالاهتمام 
الهدف من هذا النشاط هو حساب النهايتين حك ورزر و 2502-1 ينا . 


2-0 1 40 2 








0 عموميات 
ليكن التابع / المعّف على 8)0 بالصيغة ا = في الجذون الک كه عض 


الأعداد القريبة من العدد 0 وقيم التابع / المقابلة لها. 





.د ا 0و | قوي | 4و | 4ور | 2و | لول 20+ h‏ 
1 ج ...| 0.99996 | 0.99948 | 0.99935 | 0.99740 | 0.98962 | 0.95885 | 0.84147 | f(h)‏ 


























نلاحظ من الجدول أنّه عندما تقترب قيمة ۸ من العدد 0 تقترب قيمة (5)/ من العدد 1 وذلك مع كون 
التابع / غير معرف عند 0 = 7. ويوضّح ذلك الشكل الآتي. 





إذن من الطبيعي القول إِنّ التابع /, يسعى إلى العدد 1 عند الصفر: 1 = (۸)/ ا : 
ج 0ب 

© حالة ۸ من المجال |02| 
لتكن © الدائرة المثلثاتيّة التي مركزها 0. ولتكن /1 تلك النقطة من 0 
بحيث يكون 7 التعيينَ الأساسي بالراديان للزاوية الموجهة (04,0۸7). 
۸ هو أيضاً قياس الزاوية الهندسية 1077 بالراديان. وفق هذه الشروط 
ومع الأخذ بدلالات الشكل المرافق» نعلم أن 1= 04 و58م» =  014'‏ ي 
و هذه = '3114 وطول القوس 44 يساوي 7. 

مساحة المثلث 041 < مساحة القطاع الدائري 041 < مساحة المثلث 047 (+) 





h 
تساوي‎ OAM لماذا مساحة القطاع الدائري‎ .1 


2. لماذا مساحة المثلث 0411 تساوي (منه؟ 





e E ES DAF Se a ف‎ 
2 cosh * 
sinh «e 
.sinh > h > ستنتج ن %0( أن 7ت‎ ١ .4 
من‎ 


hh 


Wy 














© حالة ۸ من المجال |2,0-| 





7 / 5 
نضع ۸- = /8» فيكون 0 < ۸ < 5 واستناداً إلى الدراسة السابقة 1 > ل > /رزوون. 


0 


sinh 


1. استنتج أنه أياً كان 0 عد ۸ و ۸ من المجال |2,2-]ء کان 1 > .cosh < e‏ 


„. sSinh 
.lim 
0ج[‎ 


2. نهاية التابع المألوف هوم جا ى عند الصفر تساوي 1. استنتج أن 2 





© النهاية الثانية المتعلّقة بتابع جيب التمام 
يقودنا البحث عن نهاية أ © عند الصفرء بحساب نهاية البسط ونهاية المقام» إلى حالة عدم 
ا 


تعيين» لأن نهاية كل من البسط والمقام تساوي الصفر عند 0 = ۸. 


1. بملاحظة أن ز25 - 1 = 2زرومن» أثبت أنّ 


,cosh—1 _ 2sin(h/2) 2| 


x (h/2) 2) )5/2(‏ 4 أ 
cosh —1 1 f‏ 
١ 2‏ ستنتج ار = [i‏ . 
h2 2‏ م 


© تطبيق 
لنتأمّل التابع المعرّف في (7110,-] = ( بالصيغة 
ند cos(32) — cos‏ = 


f(z 


Sinz 


استعمل أسلوب الفقرة © ونتائج هذا النشاط لتحسب (ي)/ طا . 


مجع 

















7 ۽ مات ومسائل 














اليمين ومن اليسار. 

0 د ٩‏ بك -2 - (م)/ 
f) = TS ET‏ 

© (علد-ة)(ة-2#) = مار © 2+ مهمه = مر 

= = aes © 

f(a) = Na? +1 + f(a) = به‎ 2 +3 © 


@ أرجد نهاية التابع السو اا الله ك ال عفن اک ممت ريتك ا ا 
معادلات المستقيمات المقاربة لخطه البياني وبيّن وضع الخط البياني بالنسبة إلى مقارباته الأفقية. 
@ أوجد نهاية التابع / المعين بالعلاقة “ ت = ()/ عند مه- وعند 00+ وعند 1-. ثمَّ أوجد 
معادلات المستقيمات المقاربة لخطه البياني وبيّن وضع الخط البياني بالنسبة إلى مقارباته الأفقية. 
© / هو التابع المعرف على المجال ]-ه+.,1[ وفق 2# = (م). 
ابد أن تقشع روز عدا 
z3 -1‏ 
© استنتج نهاية ‏ عند 00+. 
© يكن 7 التابع المعرف على 12 وفق 1 - 32 - 23 = (نه)م/ وليكن 
٩‏ خطه البياني المبيّن في الشكل المرافق. 


© ادرس نهاية ر عند 0ه- وعند 0ه+. 





© احسب ()'/ وادرس إشارته» ثمّ نظّمْ جدولاً بتغيرات / . 
©. أثبت أنَّ المعادلة 0 = ()/ تقبل جذراً واحداً فقط. وإذا رمزنا إلى 
هذا الجذر بالرمز ٠»‏ أتبت أن » ينتمي إلى المجال |11.6,1.7. 





























لنتعلم البحث معا 
@ تر لرل 


نتأمّل التابع م/ المعرف على *1 بالعلاقة 
9# نحو الحلّ 
4 نحن أمام صيغة عدم تعيين» لماذا؟ 
8 بحنثاً عن طريق 
الطريقة الأولى: فذكرنا عبارة (2)// بالتابع و اة الأي سارى قيايتة 1 شقد الصف وهذا 
يقودنا إلى التفكير بتغيير للمتحول. أجر التغيير 3 = × ثمَّ أنجز الحل. 
الناريقة إقلية: شكن كتاية وار بالصيكة ل ا 5 
التابع 3 ذه م . استفد من ذلك لإيجاد نهاية / عند الصفر. 


ر أنجز الحل واكتبة بلغة سليمة. 


sin (3z) 
2 





= ()/ . ادرس نهاية / عند الصفر. 








(2)/» وهذه العبارة هي معدل تغير 


© الاج ۰+ ا + صمل مده 


ليكن ‏ التابع المعرفٌ على 12 وفق 1+ :+ 22ل = (5)م. وليكن © خطه البياني. 
المطلوب هو إثبات أنّ الخط © يقبل مقارباً مائلاً في جوار »+٥0‏ وكذلك الأمر في جوار 0هم-. 
92 نحو الح 
4 فهم السؤال 
الحد المسيطر في كثير الحدود 1 + + ”24 هو 2ء فيمكن أن نخمّن أنّهء عند القيم الكبيرة 
للمتحول »» يكون ()/ من مرتبة و = 2 
بحثاً عن طريق 


© أنبت أنّ لد = [م2/-1+ + 2م3ل) سنا . 


مملدجع 


© أعد الدراسة السابقة في جوار 0ه-. 


ر أنجز الحل واكتبة بلغة سليمة. 


2 





© كي را مدید ذي الدرجة ادت 


من المعلوم أنَّ كتير حدود 7 من الدرجة 7 يكتب بالصيغة 
+ ۰۰۰ + "ره + "2رہ = (م)ط حيث 0 عد ,ه. 
نهدف إلى إثبات أنّه إذا كان 7 عدداً فردياًء قبل 2 جدراً حقيقياً على الأقل. 
92 نحو الح 
4 فهم السؤال. يتعلق الأمر بإثبات أن للمعادلة 0 = (ه)ط حلاً على الأقل في حالة ” فردي. يتبادر 
إلى الذهن أن ندرس تغيرات التابع ()2 جب . ولأنّ التابع 2 مستمرٌّء يمكن التفكير في إيجاد 
عددين 4 و 0 يحققان 0 > (2)0 × (2)04 . أَيَهُ مبرهنة تفيد في تحقيق ما خطر لنا. 
بحناً عن طريق. لنفترض أوَلاً أنّ 0 < ره. 
ه احسب (2)0 صا و (م)ط ستل مستفيداً من كون العدد : فردياً. 
© استنتج أنه يوجد عددان حقيقيان © و5 يحققان 0 < (2)0 و0 > (2)05. 
© استنتج وجود عدد حقيقي © يحقق 0 = )2. 
ه ادرس بالمثل حالة 0 > ,4. 


ر أنجز الحل واكتبة بلغة سليمة. 


كدما إل لذ @ 


© ادرس في كل حالة نهاية التابع م/ عند 4» وادرس عند الضرورة النهاية من اليمين ومن اليسار. 








4 
/)»( = حب جم‎ a = معلبرة,1,.مه-‎ © 
2 - 62 +5 
2-4-12 
کد(‎ a = -0,-2,2, +00 © 
تن‎ -4 
23 ثب‎ -1 
a EE a = -0,-2,1, +00 © 
2 + وج‎ 
1 2 
/)»( = a = همل ,83,3-,هه-‎ © 
1-3 و ي‎ 
9 2-1 
f(«») = 22 + sin“ 2 a= =o, +o © f(2) = 5 a = ,1,مه-‎ +00 © 
3 
-1 
f2) = 3 . a = 1,+00 f(z) = (2 + cos) a = 00, +00 © 
س‎ 








© © لیکن و التابع المعرف على ۸ وفق = (نه)و. 


1 
:2 زه 95 + 3 
© أثبت أن و محدود. 
xz + sinz 2‏ 


. [i ڪڪ‎ li 
ا ا‎ 


موجه 








3 و4 
| ج كلا 7 الذ 50-7 
6 ده من النهايتين Tm)‏ 


2 
@ نكن / التابع المعين بالعلاقة © تي = (ه)/. 
کر نل 


b c‏ و 
كك + = (بورء أياً تكن : مر 
هت a+ ET‏ = (#)مء ايا تكن :ه من 10 
@ ادرس نهاية 1 عند حدود المجالات الثلاثة التي تؤلف ‘DP,‏ 








9 ليكن / التابع المعين با تة پگ = مار 


© ادرس نهاية f‏ في جوار 1. 
© أوجد مجالاً 7 مركزه 1 ويحقق 106 < (2)رء أياً تكن :د من .7١41(‏ 


a= +00 ©‏ سمس :2+ f(a) = N2‏ © مه = ۾ :2+ 2 + 42ل = رن 





© 2-3 لص مشلدك | 0 ت ككس =( 
a =1,+ ©‏ رم © +,1- = a‏ ا = f»)‏ 
32 22-1 


(يَع ادرس في كل حالة نهاية التابع 0 











f)»( = ا‎ a=0 © f(z) = ا‎ a= 0,+o 6 
م طق‎ ar 
E 2 2- ودع 2 2-ةلة‎ © = xzsin 2: اه‎ 5 
N2xz + 5-3 1 — 08 2: 


© يكن و التابع المعرف على المجال ]مه ,8[ وفق أ = (م)و. 


© احسب (z)و‏ دنا واستنتج ((z)و)و‏ سنا . 


g++ 00 2—¬++00 


© أعذ حساب ((»)و)و "صا بعد كتابة ((»)و)و بدلالة :ه. 
00+ +4 








© ليكن © الخط البياني للتابع f‏ المعرف بالعلاقة سك لح نوه = (نه)ر . جد الأعداد 
الحقيقية » و5 وء و4 علماً أنَ الخواص الآتية محققة: 
* المستقيم الشاقولي الذي معادلته 3 = * مقارب للخط 0. 
2 المستقيم المائل الذي معادلته 5 - 2 = ن مقارب للخط © عند مهم + وعندمم-. 
" تنتمي النقطة (4)1,2 إلى الخط .٤‏ 

9 نيما يأتي 6 هو الخط البياني للتابع / الذي ندرسه على مجموعة تعريفه ,2. بِيّنْء في كل 
حالة» إِنَّ كان ثمة مستقيمات مقاربة (أفقية أو شاقولية أو مائلة) للخط 6. 














1 
f 0‏ © +3 +ه = (م)ر 
3ج 2 1+ 2 
© 5 00 ® ط + -1 -ح f(z)‏ 
u 2‏ 2 ل تج 
2 2 
E 0 4 ®‏ © و e‏ 
2 2 
و E a NT‏ 
1- 2 2-1 
3 - 3 
© لد ي الضف ك1 0 
2+ دجن 1+ a”‏ 


مساعدة: في © و © و © فكّر باستعمال القسمة الإقليدية لكثيرات الحدود. 


© لک ر التابع المعرف على RR‏ وفق 4 + :2+ ےل = ()/. 


6 ». احسب (1)2 سن ن )1 +( - ) imا‏ . 


مملدجوع 
© ه. احسب (2)ر صتا . 


0. أثبت وجود عدد حقيقي ۾ يحقق ۾ ء لقال صا[ ون نهاية :مه - (2)/ ب نه عند 


2 موس جيه 
مهم- عددٌ حقيقي 8 
ی اشح وجرد مقارب مائل. "2 للقط ایائ © للتابع # فى جوان فن 
© يكن © الخط البياني للتابع / المعرف على 1 وفق 5+ مه + تمأ = (م)م/. 
© احسب (ي)/ صا . 


مملدج و 
.٠ ©‏ اكتب ثلاثي الحدود 5 + :4 + 2 بالصيغة القانونية» (متمّماً إلى مربّع كامل). 
0. استنتج وجود مقارب مائل للخط البياني © للتابع f‏ في جوار 00+ . اكتب معادلته. 





ا( لين © الخط البياني للتابع / المعرف على RR‏ وفق 1+ 2ه/. + © = (به 
© ادرس نهاية / عند مه . اشرح التأويل الهندسي لهذه النتيجة. 
© أثبت أنّ المستقيم ۸ الذي معادلته :2 = ر مقاربٌ للخط 0 في جوار 00+. 
© ادرس الوضع النسبي للمقارب ۸ والخط 0. 

((© ليكن © الخط البياني للتابع / المعرف على 8 وفق [1- تمد + = (مار. 
© ادرس نهاية / عند ه- وعند 00+. 
© ۔احسب (2ة - (ه)ثر) صتا . 


00 
7.احسب )2 + lim (f)‏ . 
© ».استنتج أن الخط 0 يقبل مستقيمين مقاربين مائلين ,۸ و ر۸ يُطلب إيجاد معادلتيهما. 
.ادرس الوضع النسبي للخط 0 وكلٍ من المقاربين بك و و۸. 
@ يكن © الخط البياني للتابع / المعرف على 8 وفق 3 + 4 - 2م4/. = (م 
© ادرس نهاية / عند 00+ وعند مه-. 
© م.اكتب 3 + م4 - 42 بالشكل القانوني 
5 ادرس نهاية لع 7 ا وفق ا (۸)2 عند مه- وعند 0+ . 


© أت اذ اتام رك فرق كن i E‏ 
© . أثبت O oy‏ 
0 ادرس الوضع النسبي للمقارب ۸ والخط 50 
© أصحيحٌ أنَّ المستقيم 4 الذي معادلته 1- x»‏ = ن مقاربٌ للخط © في جوار هه-؟ 
© يكن ر التابع المعرف على 1 وفق 1+ ه + 5 = (»). احسب (1-)/ و (0)/ ثم أثبت 
وجود عدد حقيقي وحيد © من المجال |10 ]| يحقق 0 = (ع)[. 
3 
ليكن / التابع المعرف على [1-)® وفق |5 = (هال. 
© أثبت أنَّ / متزايد تماماً على المجال |1-,3-]. 
© نظّمْ جدولاً بتغيرات / على المجال ]1-,3-]. 
© أوجد (|1-,3-])/ وأثبت أنّ للمعادلة 10 = ()/ حلا وحيداً في المجال |1-,3-]. 


١02 





ر 


© نک ر التابع المعرف على [0,3] = 7 وفق 20-3 - ”ي = (). 
© ادرس تغيرات / ونظّم جدولاً بها. 
© استنتج قيم : التي تحقق 0 = (ه). 
© عيْن (0,3])/. 





6 ليكن / التابع المعرف على ۸ وفق شي -1 - (. أثبت أنّ 7# مستمر على R‏ 
وعيّن (8)/ . 
و 
0 # £ : ام = 
EEN‏ 0 
© احسب نهاية f‏ عند الصفر. 
© هل / مستمر عند الصفر؟ هل هو مستمر على #؟ علل إجابتك. 


© يكن التابع المعرف على ۸ وفق: 


2 
0 عدج : 1 


ما قيمة +7 التي تجعل / مستمراً على +1؟ 


ي 


© يرمز (»)⁄ إلى الجزء الصحيح للعدد الحقيقي . ليكن / التابع المعرف على المجال [0,2] 
وفق ()5 - نه = (). 
© ارسم الخط البياني للتابع / على المجال [0,2]. 
© هل / مستمر على المجال [0,2]؟ 


€ رمز (:) إلى الجزء الصحيح للعدد الحقيقي . ليكن / التابع المعرف على المجال [0,2] 
وفق “((م)ظ - :) + (ماظ = (2)/. 
© اكتب (5)/ بعبارة مستقلة عن (7)5 ( لا تحوي ()7). 
© أثبت أنّ / مستمر على المجال [0,2]؟ 


و4 هو المستقيم الذي معادلته = و 


.a O‏ ارسم كلا من 0 و0. 
ف عيدو أ للمعاطلة 1 = #«و حل وحيداً .» في المجال [10,2. استفد من الرسم لإيجاد 


مجال صغير ينتمي إليه .0. 
© نرمز بالرمز و إلى التابع المعرف على [0,2] وفق 2> - .g)z( = sine‏ 





ه. احسب ()'و وأتبت أنَّ (»)'و ينعدم عند کا 


(. نظَّمْ جدولاً بتغيرات و . 
١ ©‏ تنتج مما سبق ُن المعادلة 1 = Sinz‏ تقبل حلا وحيداً 0 في المجال [0,75[ ٠‏ 


© يكن ر تابعاً مستمراً ومعرفاً على المجال [0,1] = 7 ويحقق 1> (ي)؟» أياً يكن من 1. 
نرمز بالرمز # إلى التابع المعرف على 7 وفق 2ه -(5)/ = (:)6. بتطبيق مبرهنة القيمة 
الوسطى على التابع ۸» أثبت وجود عدد حقيقي ۾ من 7 يحقق ۾ = (0)/. 


مجموعة واج مسثمرة 
ليكن 7 عدداً حقيقياًء وليكن ,,0 الخط البياني للتابع ,ر المعرف على 12 وفق: 
f(a) = a + ma” — 8z — m‏ 
© 0. أثبت أنَّ الخطين البيانيين 00 و ,0 يتقاطعان في نقطتين 4 و 8 . أوجد إحداثيات هاتين 
(. استنتج أنَّ جميع الخطوط البيانية ,0 تمر بالنقطتين 4 و 8. 


© أوجد نهاية 07 عند 00+ و عند 00-. 


ليكن / تابعاً مستمراً واشتقاقياً على المجال [0,1] = 7 ويحقق الشرطين: 


د أيأ كان » من 7 كان (ي)م من 1. 
د وأياً كان ± من ]0,1[ كان 1 > (#)/. 
أثبت أنّ للمعادلة ‏ = (»)/ حلا وحيداً في 1. 


١62 





© ليكن / التابع المعرف على #8 وفق #7 ١ل‏ = (2)/. وليكن © خطه البياني في معلم 
متجانس [ 0:1,7). 
© أثبت أنّ للخط 0 محور تناظر. 
© ادرس نهاية / عند 00+ وعند 60-. 


© أثبت أنّ = # -(#)مرء أياً يكن » من 18. استنتج أنَّ © يقبل مقارباً مائلاً 


1 

N1 + 2‏ + بع 
2 في جوار 00+ . عيّن الوضع النسبي للخط © ومقاربه 0. 

© ليكن 0 الخط البياني للتابع و المعرف على *1 وفق (7/)8- = (»)وء وليكن 
"0100 = ۸. أثبت أن معادلة )74 هي 1= 2ج 2ن. 

© نعتمد معلماً جديداً (0:,7) حيث ( 7+ 2)7 دج و (3+3) 22 -ة. لتكن 1/1 
نقطة إحداثيتاها (و,») في المعلم ( 0:7,7) واحداتيتاها (۲,×) في المعلم (0;1,7). أوجد 


:2 و 1 بدلالة عل والا. ارسم الخط 1 في المعلم (0::2). 


9 تا التيمت المطلتة: تغيرات. حل معادلة 


ليكن © الخط البياني للتابع / المعرف على [1+,1-)ا8 = ,2 وفق: 


4 





كي 1ه | = رهاز 
© . اكتب ()/ بصيغة لا تحوي قيمة مطلقة. 
. ادرس نهاية / عند حدود مجالات ,(. نم أوجد (:)”/ وادرس إشارته على کل من 
مجالات ,(1. 
© ادرس تغيرات / ونظّمْ جدولاً بها. 
© . تحقّق من أنّ المستقيمين اللذين معادلتاهما 1 + م د ب و 1-#م د بن هماء بالترتيب» 
مقاربان مائلان للخط البياني © عند +٥0‏ وعند 5ه-. ادرس وضع © بالنسبة إلى هذين 
المقاربين. 
. أوجد معادلةً للمماس 7 للخط البياني © في النقطة 4 منه علماً أنّ فاصلة 4 تساوي 
الصفر. 
. ارسم 7 ومقاربي © ثم ارسم 0. 
© أثبت أن للمعادلة 0 = ()/ حلا وحيداً » في المجال ]1,1-[ وأوجد مجالاً طوله 10 


تنتمي إليه ». 


يو 


© في معلم متجانس (0,7,7)» لدينا النقطتان الثابتتان (3,4-)4 و (8)2,1 والنقطة المتحولة 
(11),0. نقرن بالنقطة 14 النقطة '/1 التي نعرفها كما يلي: 





* يقطغ المستقيمُ (411) المحور (0:7) في 71. 4 
* يقطغ المستقيمُ (8) المحور (0:7) في '11. 3 
نرم إلى فاصلة 1 بالرمز SSE ./)١(‏ 



































© بدون حساب» خَمَّنْ نهاية f‏ عند 60+. 


© أثبت أنّ سقو = (م)ر عندما تختلف + عن 1 وعن ٠-3‏ ثم استنتج نهاية / عند 





31 — 3 
. +0 

© ».ادرس نهاية م عند 0ه- . ما التأويل الهندسي لهذه النتيجة؟ 

(.ادرس نهاية / عند 1 = . ما التأويل الهندسي لهذه النتيجة؟ 

© عندما 3- = »» يكون المستقيم (411) موازياً (0,7) وتكون ” « في اللانهاية ». يمكن 
أن نقول في هذه الحالة أن (”8) يوازي (0,7) وأنَّ “11 تقع في (2,0). نعرّف عندئذ 
التابع و وفق (5)/ = («»)و عندما تختلف x‏ عن 1 وعن 3-»؛ و2 = (3-)و. لماذا 
يكون و مستمراً عند 3-؟ 

ملاحظة: نقول في هكذا حالة إننا مدّدنا استمرار و ليشمل 3- = 4. 























التوابع : الاشتقاق 


0 عار ف (تزکرة) 
© 002 التوام الم لوفة (ننكرة) 
© تطلبيتاتلاشتتان 
اشتقاق تام مركب 
€6 المشتقات من مماتب عليا 








البابلئّون و ب الجذر التريبعي 
نك عي سيان لبر ed Ra‏ سبال N e‏ 
المطلوب إذن حساب الل الموجب للمعادلة 0 = ()م/ حيث 4 - تبه = (به)رء وفي غالب 
الأحيان لا نعرف إل قجة تقريبية *:2 لهذا الحل نقترض أا أكبر من 4/» ولكن هل يكننا 
انطلاقاً من *2 تعيين قمة تقريبية أخرى **:2 تكون أقرب إلى 4/ من سابقتها *:2 ؟ 
نرى من الشكل أن الماس 7 في ((*:11)2:*,/)2 للخط البياني م0 يقطع محور الفواصل في 
قطة فاصلها ** تكون أقرب إلى 75 من *ه. 
معادلة الماس 7 في 14 هي 
ار و 2 كت رد 
وهو يقطع حور الفواصل في النقطة التي فاصلتها 
اھ + 
وعليه يكون **:2 المحسوب هكذا تقريباً أفضل 
للجذر الترييعي 4ل من *:2. 
في حالة 2 EE a A‏ 


1 
EF & 
= 








577 د 
408 12 2 
ر مر 
470832 408 18 


0.0858 0.00245 000002 32 





ونجد في لفك امجاور 1 7 ا اا رهزة 
509لا قش عليه 2/. و 1/0/2 
بالكتابة المسمارية بالأساس الستيني وهو ما كان 
معقداً في ذلك الحين. 




















التوابع : الاشنقاف 


© تعاريف (تذكرة) 


في كل هذه الوحدة سنرمز بالرمز ,7 إلى مجموعة تعريف تابع f‏ وبالرمز ,6 إلى الخط 


البياني للتابع /, في معلم متجانس. 


© تعريلم 1 


ليكن / تابعاً معرفاً على مجالٍ 7 محتوى في ,2» ولتكن + نقطةً من 1. نقول إِنَّ # هو العدد 


المشتق للتابع f‏ عند ى إذا وفقط إذا تحقق واحدٌ من الشرطين الآتيين: 
١ 00 = a‏ 00 
" العدد £ هو نهاية التابع )/ ع م عا سے 7 إلى الغ مع بقاع 
0+7 في [. 
" العدد £ هو نهاية التابع كا للك بن عندما تسعى » إلى ۾ مع بقائها في (11)0. 


يرمز إلى العدد المشتق للتابع / في ٠‏ بالرمز (0)"/. 


© عندما يقبل / عدداً مشتقاً في ٠»‏ نقول إِنَّ / اشتقاقيٌ في ه. 
© عندما يكون / اشتقاقياً عند كل نقطة من مجالٍ 7» نقول إِنّ / اشتقاقيٌ على 1. 


ليكن / تابعاً اشتقاقياً على مجالٍ 7 . التابع المشتق للتابع م/ على 1 هو التابع ”/ الذي يقرن 
بكل ۾ من 7» العدد المشتق (0)"/. 
9 يمكن أنْ يعرّف '/ على اجتماع مجالات وليس على مجال واحد فحسب. فمثلاً: التابع المشتة 
للتابع ‏ + * : / المعرف على ] 0,0[ لا ]6,0 -[- 2 هو التابع ر المعرف على 2 نفسها 


وفق طبحت )ر 
31 


2 





1 المماس والتقررب تاياغل 

لیکن © الخط البياني لتابع ر اشتقاقيّ عند النقطة 0» وليكن 7 
المماس للمنحني © في النقطة ((4)0,/)0» إنَ 7 هو المستقيم 
المار بالنقطة 4 و ميه يساوي (0/. (انظر الشكل المجاور) 
وتكون (0)/ + (04 - )(0)// = ن معادلة للمماس 7. 


يظهر من الرسم أنّ المستقيم 7 قريب من المنحني © في جوار 
النقطة ٠4‏ ويمكننا إذن أن نستبدل بالمنحني © المستقيم 7 بقرب 
النقطة 4 . بعبارة أخرى نستبدل محلياً بالتابع ()/ ج » التابع التآلفي 
(ه - »)(ه)'/ + (0)/ ب » أي إثنا نستبدل بالعدد الحقيقي 
(۸ + 08)/ العدد الحقيقيّ (7/')0 + (0)/ عندما تكون 7 قريبة من 
الصفر. 


وى ما فائدة التقريب التآلفي المحلي؟ 
" في الحالة العامة حساب (0// ×۸ +(0)/ أسهل من حساب (۸ +4)/,ء لأ المقدار 
(0)”/ × ۸ + (ه)/ كتير حدود من الدرجة الأولى بالمتحول مء فالحساب يتطلب فقط عملية 





ضربٍ وعملية جمع. 
فعلى سبيل المثال» التابع #صذه +0 :ه: م اشتقاقي على 212 و0 - 0صنه - (0)/ 
و1-(05)0» = (0)/. إذن لحساب قيمة التقريبية للعدد (512)8 في حالة قيمة صغيرة للعدد 
7 نستعمل (0)"/ × ۸ + (0)/ بخ (۸ + 0)/ فنجد ۸ بخ (510)8. إذن 
1 بخ sin(0.1)‏ 
أمَا الآلة الحاسبة فتعطي : 0.099833-(2)0.1ذأه!. 


9 عندما يكون / اشتقاقياً عند م» يمكن أن نكتب (<)جم + (0)"#/ة + (0)/ = )۸ + f)‏ 
و(8)ء ١+‏ هو تابعٌ للمتحول ۸ يحقق 0 = (2)7 دنا . 


h¬+0 


2 





في 1١‏ قب 5 يكفي أن نضع 


(h) f(a 2E 1 00 f(a) 10 


5 


م نستفيد من تعريف العدد المشتق. 
وبالعكسء إذا أمكن كتابة ۸٤ + ۸٤)۸(‏ + (0)/ = (۸ + 0)/ حيث / عددٌ حقيقي و 0 = (0)ء ناء 


عندئذ يكون / العدد المشتق للتابع أ عند ©. 

إحدى صفات القطع المكافئ 
ليكن 7 الخط البياني للتابع ۶ المعرف على 1 وفق 
2 = ()/ ولتكن 4 و 8 نقطتين من < فاصلتاهما بالترتيب 
u‏ و0 ( عد »)» ولتكن 7 النقطة من 2 التي فاصلتها 


شح . أثبت أن المماس 7 المار بالنقطة 7 للقطع < يوازي 


المستقيم (248). 
9 علينا إثبات توازي مستقيمين. ولأنهما لا يوازيان محور التراتيب» يكفي إتبات تساوي ميليهماء أو 
إثبات الارتباط الخطي للشعاعين الموجهين لهما. 
2 2 


ليكن 7 ميل المستقيم (48) عندئذ “دا م- 44-2-۳ = رس. وليكن ر" ميل 


و ره وتوا — بونذ 











المماس 7. لأنّ 2 = (ي)'ر استنتجنا مجم =| و. إذن و = 7 فالمستقيمان 


(48) و 7 متوازيان» وهي النتيجة المطلوبة. 











©© مشتقات بعض التوابع المألوفة (تذكرة) 
3.عمليات على المشسّقات 


لیکن » و « تابعين اشتقاقيّين على 2 (2 هي مجالٌ أو اجتماغٌ مجالاتِ)» وليكن / عدداً 
حقيقياً. عندئذ يكون کل من ا و« + » و س اشتقاقيّاً على 2 ويكون: 
(ku) >‏ و u‏ + ا = (u + v)'‏ و 'vںu‏ + (uu)' = u‏ 
وعندما لا ينعدم ا في ( يكون و تابدن فان على م ويكون: 
3 1 1 


7 / / 7 
u Uu U — U0 1 
2 1 2 


/ 
2 


2ر 


وعلى الخصوص» التوابع كثيرات الحدود اشتقاقية على 18. والتوابع الكسرية اشتقاقية على 








مجموعة تعريفها 


2 . مشسهات توابع مرجعية 

















1 
ا أيه اتن تدا جال ]مه ,0] € نه 
Na‏ 
SiN 2:‏ ج 3 xz > 3 1+ COST‏ 
COST‏ +1 3 :2 مزه - + 3 ع xz‏ 


3.2 مشنما ت کرات الحدود 
لیکن ۶ هو كثير حدود معرف على 18 وفق ړه + ته +۰۰۰ + a,‏ + "ره = ()2 . لحساب 
()"» نشتق كل حدّ على حدته ثمَّ نجمع الحدود الناتجة. فنجد 


يهاس 2 "تهر_ره(1 - (n‏ + ”تيمم = P'(z)‏ 
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عيّن مجموعة تعريف كل من التوابع الآتية» والمجموعة التي يقبل عليها الاشتقاق» ثمّ احسب تابعه 


| نة 
1عدو د كوة ثبخ 1 
0 درم © لح-- = g)z(‏ 
a +z +1 4‏ 
2 
© للك مك = k(x) = x” cos zx © h(a)‏ 
بول a‏ 


© التابع / كثيز حدودء فهو معرّف على 8# واشتقاقي على 2و )10+1 3( = مر . 
7 
ا د الل عن ويك 3 
م ق ا و فر الصبيعة - قشف و ن ا 55- ء إذن 
2z +1‏ 
RFR)‏ 
© التابع 7 تابغ كسري» وهو معرفٌ ( ومن ثَمّ اشتقاقي) على (1201-1,0. ولأنّ له الصيغة ۰ 


7 7 
فلمشتقه المسفة 007 ا 


= 


r _ @A:+ 0(2 روح‎ (2 +2 +22: +1 _ 222+1 
o 2-2 
(a + 2( (a + ( 


© التابع ۸ هو جداء ضرب تابعين: ”2 جات : نه و C082‏ جا : ن وكل منهما اشتقاقي على oR‏ 
فالتابع 1 اشتقاقي على ۸ ومشتقه من الصيغة اسن + نان إذن: 
2 


.1:/ (ته)‎ = 2x x cosa + نه‎ (sin ( = 27 COST — 27 sin 2: 


ود لماذا تكون المبرهنة 1 غير مُجدية أحياناً عندما ندرس قابلية الاشتقاق في نقطة؟ 


" لأنّها لا تعطي سوى شروطاً كافية. على سبيل المثال» لإيجاد مشتق «» تنص المبرهنة على أنّه 
إذا كان » و0 اشتقاقيين على 7» كان س اشتقاقياً على 7 . لكنها لا تقول: إذا لم يكن » أو 
اشتقاقياً على 7» فلن يكون سvں‏ اشتقاقياً على 2 . 
وعليه» قد يكون الجداء » اشتقاقياً عند نقطة دون أن يكون » أو « اشتقاقياً في تلك النقطة. 








لنتأمل التابع م المعرف على ]هه+,0] وفق دلا = ()/. إِنّ ۽ هو جداء ضرب 
التابعين: » ب الاشتقاقي على 8 و#/ه ب الاشتقاقي على ]00+ ,0[. إذن / اشتقاقي 
على +٥0]‏ ,0[ ولدينا 
عل ے لم + »1 - ر 
تؤكد المبرهنة على وجود ”/ على +٥0]‏ ,0[ء لكنها لا تنفي قابلية الاشتقاق عند الصفر. لدراسة 
الاشتقاق عند الصفرء نعود إلى تعريف العدد المشتق: فنلاحظ أنّ 


1) = 10 _ hh _ ب‎ 
h h 


® فيما يأتي ,0 هو الخط البياني لتابع /. اكتب معادلة لمماس ,0 في النقطة 4 من ,© التي 









































فاصلتها 4. 
f= © f= 0‏ 
43 
© 2+1 ده © f =—ÎÛ‏ 
z +1‏ 
© في الشكل المرافق» ,© هو الخط البياني لتابع /. تأمّل الشكل 0 
وأجب عن الأسئلة الآتية : 11 
© عيّن ما كلاً من (0)/ و (2)/ و(1-)/ و(0)'/ و(2)'/ 
و(1-)'/. ا 
© ما عدد حلول المعادلة 0 = ()/؟ أعط عددين صحيحين 2 
متتاليين يحصران كلا من حلول المعادلة 0 = (2)/. . 
© فيما يأتي» احسب التابع المشتق للتابع / مبيّناً المجموعة التي تحسب المشتق عليها. 
- 2 
1 و ج و و = جار 2 تقلت - م 3= بواموة - كه = f(2)‏ 
2 2-1 23-1 
4= ج = ده = ل - 
f(2) a 0‏ 6 0 (:ه) 1[ 
7= ند وم 5 = f(z)‏ 5ه = f(z)‏ 9ه اس = (»)/ 
COST 32‏ 
f(z) = sinzcosz «10‏ لاه ا = f)z(‏ 12ه ا = f(2)‏ 
cosz sin za —1‏ + 2 





























© لبية ا ا اق 
3.. اطراد تابع اشتقاقي [(تذكرة) 


7 مبرهنة 2 


ليكن / تابعاً اشتقاقياً على مجالٍ 7 » تابعه المشتق "/ . 
© إذا كان / موجباً تماماً على 7 (باستثناء عدد منته من النقاط التي قد ينعدم عندها) كان / 
متزايداً ثماماً على 7. 
© إذا كان / سالباً تماماً على 7 (باستثناء عدد منته من النقاط التي قد ينعدم عندها) كان / 
متناقصاً تماما على 1. 
© إذا كان '/ معدوماً على 7 كان / ثابتاً على 1. 
ملاحظة: في حالة تابع و» نصطلح أن نكتت «0 < و على 7» دلالة على أنّ «0 < (#)و أيآً كانت 
7 من [». 
9 صياغة مكافئة : في نص المبرهنة السابقةء ما ورد في © و © يكافئ الآتي: 
© إذا كان 0 < ”/ على 7» ولا ينعدم على أي مجال جزئي من 7» كان / متزايداً تماماً على 1 . 
© إذا كان 0 > / على 7» ولا ينعدم على أي مجال جزئي من 7» كان / متناقصاً تماماً على 1. 


3.. القيم الحدية (تذكرة) 


© تعرينه 3 
ليكن / تابعاً معرّفاً على مجالٍ 7 ولتكن ء نقطة من 1. نقول إِنّ القيمة (0)/ = 11 قيمة 
كبرى محليًاً للتابع / يبلغها عند النقطة » إذا ؤج مجالٌ مفتوحٌ 7. يضم النقطة © ويحقق الشرط 
VEEN OSI‏ 
ونعرّف بأسلوب ممائل؛ القيمة الصغرى محلياً لتابع /» إذ نقول إن القيمة (4)/ = ” قيمة 
صغرى محلياً للتابع / يبلغها عند النقطة 4 من 7» إذا وُجِدَ مجالٌ مفتوحٌ ل يضح النقطة 0 
f(d) > f(z)‏ ,61د م 


9 نقول إنّ القيمة (0)/ قيمة حدية محليّاً للتابع / إذا كانت قيمة كبرى محلياً أو صغرى محلياً. 





ل فى الشكل المجاورء / تابع اشتقاقي على المجال 


[5,ه] = 7» وه و ك نقطتان من المجال 1. 

القيمتان ()/ و (4)/ قيمتان صغريان محلياً. والقيمتان 
(0)/ و (0)/ قيمتان كبريان محلياً. 

لاحظ كيف أنّ (0)/ = (0)/ = 4 هي في آن معاً 
قيمة كبرى محلياً يبلغها التابع عند 0» وقيمة صغرى 
محلياً يبلغها التابع عند ©. 


ليكن / تابعاً اشتقاقياً على مجالٍ مفتوح 1» ولتكن © نقطة من 1. 
© إذا كانت (0)/ قيمة كبرى (أو صغرى) محلياً كان 0 = 0)”/. 
© إذا انعدم ”/ عند ء وغيّر إشارته عندهاء كانت (ء)/ قيمة حدية (كبرى أو صغرى) محليا 
للتابع f‏ 
إذن في شروط المبرهنة» إذا كانت (ء) قيمة حدية (كبرى أو صغرى)» كان المماس للخط 
البياني للتابع / في النقطة ((ء)/,) أفقياً. 





3. حل المعادلات 


ليكن ‏ تابعاً اشتفاقياً على مجال. [5,ه] = 1 - لنفترض أن 0 < "ر على 7ء ولا يتعدم على أي مجال 
جزئي من 1» عندئذ أيأ كان / من المجال [(0)/,(»)/]ء كان للمعادلة 8 = ()/ حل وحيد في 
المجال [0,ه]. 


الإثباءته 
استناداً إلى فرضيات المبرهنة يكون / مستمراً ومتزايداً تماماً على 7 » وهذه نتيجة من دراستنا في الوحدة 
السابقة. 


1 لاحظ بالمثل أنه إذا كان 0 > ”/ على 7» ولا ينعدم على أي مجال جزئي من 7» عندئذ أياً 
كان # من المجال [(0(,/)6)/]» كان للمعادلة ۸ = (2)” حل وحيد في المجال [0,0]. وكذلك يمكن 
أن نكتفي بافتراض / مستمراً على المجال المغلق [0,ه] واشتقاقياً على ١10,5]‏ ومشتقه لا يغير إشارته 
على هذا المجال. 


۶ لماذا كان الشرط « 7 مجال » ضرورياً في المبرهنة 2 


" على سبيل المثال» التابع '/ المعرف وفق 1- = f(z)‏ عندما 0 > 2 
و1-(2)/ عندما 0 <#ء اشتقاقي على ®› و 0 -(/ أياً 
كانت من *1. ومع ذلك فإِنَّ / ليس ثابتاً. 























و لماذا لا يكون الشرط « 0 = (ء) » شرطًكافياً في المبرهنة 8؟ 


" لأنّهء على سبيل المثال» التابع 'م/ المعرف وفق 3ه = ()/ء يحقق 
0= (0). ومع ذلك فإنَّ (0)/ ليست قيمة كبرى محلياً (ولا قيمة 
صغرى محلياً) للتابع. « لأنّ ”/ لا يغير إشارته عند الصفر». 























و كيف نحدد مواقع حلول معادلة 0 = (:ه)1؟ 


" لإثبات أنّ المعادلة 0 = ()// تقبل حلاً وحيداً ٠ه‏ في مجالٍ 7 (محدود أو غير محدودء مغلق أو 
مفتوح) » يكفي إثبات أن «/ مطرد تماماً ويوجد عددان » وط في 1 يجعلان (0)/ و(0)/ من 
إشارتين مختلفتين» أي «0 > (0) <(0)». 
في الحقيقة» عندما يكون 0 > (0)/ × (0)/» يكون الصفر محصوراً تماماً بين (ه) و (0)/» عندها 
وحسب المبرهنة 4» يوجد » محصوراً تماماً بين © و 0 ومحققاً 0 = (6)/ . وهذا إثبات لوجود حل 
۾ للمعادلة 0 = ()/ . أما وحدانية الحل فهي بسبب الاطراد التام للتابع. 


00 دراسة التابع 2 دده جات : f‏ 


م ليس o‏ لمعك كس 5112 ا 
" مجموعه التعريف: تذكر أن = بوصو . إذن 2 1310 غير معرف عندما 0 = ©#ومعء أي فى 
E COST‏ 





حالة 5 + 2 = حيث 2 
D, = R\{Z+kr:k EZ}‏ 
" مجموعة الدراسة: أياً كانت من ,7ء كان ه-- من ,7 وكان 


- = 2 8.11 ات (#تاهةى 011-47 = (- 
)= = مسما- - ا = (سعهم = (مسار 


فالتابع م/ فرديء فخطه البياني ,© في معلم متجانس متناظر بالنسبة إلى المبدأ 0. 





2 






































ومن جهة أخرىء أياً كانت » من ,2 كان + + نه من ,2 و 


. f(z +7) = tan(z + 7) = کک‎ = tanz = f(2) 


FT FE 


فالتابع ‏ دوريء والعدد ^ دورٌ له. تكفي إذن دراسته على مجالٍ طوله +» كالمجال |7,۶-|ء ثم 
ننتقل إلى المجال التالي بالانسحاب الذي شعاعه 77 والى المجال السابق بالانسحاب الذي شعاعه 


-. ولأنَ / فردي» نكتفي بدراسته على المجال |0,2] ونستكمل دراسته بالاستفادة من خواص 
التناظر المركزي والانسحاب. 


" عند أطراف مجال الدراسة» التابع / مستمر عند 0 و0 = (0)/» وعندما تقترب ى من 2 بقيم 
أصغر من 7 يسعى 008 إلى الصفر بقيم موجبة. وعليه 


51102 
ملك 





lim 


tan z =‏ 
<,4 
2 2 
١ 5 :‏ 7 5 97 0 . . 5 
فالمستقيم الذي معادلته 7 = :ه مستقيم مقارب شاقولي للخط البياني للتابع f‏ على |0,2]. 
" الاطراد: ‏ اشتقاقي على ,2 ولدينا 


نه e 1 + tan”‏ = (م) f‏ 
cos 2‏ 
إذن 0 < '/ على كل مجال من ,۰2 وعلى الخصوص التابع / متزايدٌ تماما على |2,2-| 
" للتابع على مجال الدراسة |0,2] جدول التغيرات البسيط الآتي: 


1/2 





0 
2 (:2 1 
مل ار 0 


" أمَا الخط البياني ,© فهو مبين في الشكل الآتي: 











3 
دنت 
3 

١ لحة‎ 


ددم 


7-7 






























































© ليكن © الخط البياني للتابع / المعرف على [2,4-] وفق 
للك - (مر. عيّن 4 و( علماً بأنّ المستقيم ۸ المرسوم في 
الشكل المجاور مماسٌ للخط © في النقطة 4. تحقق أنَّ التابع الذي ” 








وجدته ينسجم مع مضمون النص. 


© في الشكل المجاورء © هو الخط البياني لتابع f‏ معرب على 12 
أي الخطوط البيانية المرسومة في الأشكال الآتية يمكن أن يمل الخط 
البياني للتابع | e e‏ ؟ 







































































© ليكن f‏ التابع المعرف على 1 وفق جه + 2ه - 55 = ()م. عيّن العدد الحقيقئ © ليكون 
للتابع / قيمة حدية محلياً عند 1 = :. 


© ليكن / التابع المعزف على 20 وفق ۳2+1 = (مارء حيث ۾ وه عددان 
حقيقيّان. نهدف إلى البحث عن قيم » و 0 بحيث يتحقق الشرطان الآتيان : 
© (1-)/ قيمة حديّة محلياً للتابع. 
© هذه القيمة الحدية محلياً معدومة. 
© لماذا 0 -1 ”مر و0 -1-)م/؟ 
© عيّن ٠‏ و 0ء ثم تحقق أنّ التابع الذي حصلت عليه موافق لشروط المسألة. 
© ليكن / التابع المعرف على 1 وفق 5 :3 - ثم = (بمار. 
© ادرس تغيرات / ونظّمْ جدولاً بها. 
© تحقق أنّ للمعادلة 0 = ()/ جذراً وحيداً يقع بين 3- و 2-. احصر هذا الجذر في مجال 
لايزيد طوله على 1071. 


a 








































































































© اشتقاق تابع مركب 


تسمحٌ المبرهنة الآتية بحساب مشتق تابع ((0)0)2 + » انطلاقاً من معرفة مشتق كل من و 


0 
@ مُبِرصَنة 5 


ليكن و تابعاً اشتقاقيّاً على مجال 7 »ء وليكن ں تابعاً اشتقاقياً على مجال 7» ولنفترض أنه أيَاً 


کان وسن الى 49 إل 7ن عفكة كن القائع. # التعرقة وفق 26ت 181 
اشتقاقياً على 7 وأياً كان » من 7» كان: 


(9o) (م)‎ = f(s) = ((م)س)'و‎ x w(a) 


9 لأنّ هذه الخاصة موضعية فهي تبقى صحيحة حتى لو كان 7 أو ل اجتماع مجالات. 





ہاو نك قراءدنانية) 


لتكن » نقطة من 1. نريد إثبات أن للتابع + المعرف على (1)0, وفق 0/< )ل = (2) نهاية 


تساوي العدد (0)” × ((0)0)'و. لنضع (4)» = 0» ولنلاحظ أنه بسبب کون » اشتقاقياً عند » وكون 
و اشتقاقياً عند 0 استنتجنا استمرار التابعين المعرّفين كما يأتي: 


55 دا 
ا 0 ح بن = R,a(z)‏ ج [ :به 
u (a), =a‏ 
معدن (90 = رماو 
7 مس 1-(8)5,ظ8 + 86:7 
g9), z= b‏ 


وهنا نلاحظ أنه في حالة » من 7 و م = 5 لدينا 
g(u(z)) — g(u(a)) _ f(z) > f(a)‏ 


6(u(z))a(z) = e 
استنتجنا أنّ‎ lim و(6)'و = (م)ق‎ lim u(z) = Û و‎ lim لما کان (ہ)'ں = (2)ه‎ 
im لكك‎ - ® — yb) (a) 


2-0 4 -- 0 


وهي النتيجة المطلوبة. 








"" إذا كان (5 + نهم)و = (م)رء كان (5 + بمم)'وه = (ه)”/ . هنا 5 + بده = (ته)ن. 
"" لحساب مشتق “( - 2دة) = (ه)/ نضع «ه - ”32 = (ه)ه و “نه = (ه)و فيكون «ه و = / 
ومن نَم 
"زم - 1)32 - 4)6 = (1- نو 6) x‏ ةزم - 4)32 = (»)'/ 
حساب مشتقات توابع مركبة 
احسب التابع المشتق لكل من التوابع 4 و مر و / الآتية: 
° ا 27 | = e‏ ||« ت © cos(z)‏ = رما 
التوابع إ/ و ر و و هي توابع مركبة » ٠‏ و. يتعلق الأمر في كل حالة بمعرفة التابعين و و». 
© هوم = (ه)رو و 3+ :2 = (»)». كل من هذين التابعين اشتقاقي على » فحسب المبرهنة 5 
ر اشتقاقي على 18 ولمًا كان #<ذه- = ()/و و 2 = ()'رهء استنتجنا: 


x2 = 21 |27 4 3 





3+ إن = x (e)‏ ((م)رن) بو = رماي . 
sin z ©‏ = )»(92 د = (#)ر». وو اشتقاقي على ۸ ويه اشتقاقي على *۸. إذن / اشتقاقي 
على *1. وأياً يكن نه من *12: cos:‏ = (») وو و 3 = (ه)'وى إذن أي يكن نه من 8 : 
432 
1 1 
اك 5- () ر 
© نجد بطريقة مماثلة لما سبق أنَّ ور اشتقاقي على 12 وأنّ (2م)صذهه2- = (ه) ب . 


إذا كان » تابعاً موجباً تماماً واشتقاقياً على مجالٍ 7» كان التابع / المعرف على 7 بالصيغة 


(#)هاء = (2)م اشتقاقياً على 1ء وأياً كان من 7» كان - . 
الإثباءته 


نلاحظ أنّ (()0)و = ()/ حيث اه = (5)و. التابع و اشتقاقي على ]0ه+,0[» إذن / اشتقاقي 
FF E‏ ع مهت انمايا واشتقاقي على 7. وعليه أياً كان ه من ]همه+,0[» كان 


ا = ت 7 د و الق المظازية: 


م0 





ليكن 7 عدداً صحيحاً لا يساوي الصفرء و ليكن » تابعاً اشتقاقيًاً على مجال 7» ولا ينعدم على 
7 في حالة 0 > «. عندئذ يكون التابع / المعرف وفق "(()) = ()/ اشتفاقياً على 7 وأياً 


كان من 7» كان 


الإثباءته 


الإثبات متروك تمريناً للقارئ» ولكن نلاحظ أنّ صيغة المشتق هي ذاتها في حالتي 0 <« و 0 > 27 
غير أنَّهِ في حالة 0 > «ءعلينا اشتراط أن 0 ع (»)» أياً يكن » من 1. 


[للرا سین اہین 96و1 
احسب التابع المشتق للتابع / فيما يأتي: 
f(») = (4 +3+10 ©‏ © 3+:2+ تثبل - E © f‏ 


(a +3 +1) 

© يمكن أن نكتب '((0)ن) = ()/ حيث 1+ :3 + 2ه = (ي)ں. التابع » معرف واشتقاقي على 

۸» إذن / معرف واشتقاقي على ۸ ويعطى تابعه المشتق بالعلاقة 
x w)e( = 3) + 3 + 1(2 x (22 + 3(‏ “((م)س)ة = (م)"] . 

© يمكن أن نكتب (ه)ه/,. = (5)يم حيث 3 + 2 + 2ه = (ه)ں. التابع م/ معرّفٌ عندما يكون 

0 < (#)» واشتقاقي عندما يكون 0 < ()::. وإذا درسنا إشارة ثلاثي الحدود 3 + 2 + 52 الذي 

مميزه (0 > 8- = 4) وجدناه موجباً تماماً على 18» إذن / معرف واشتقاقي على 18 ويعطى 
تابعه المشتق على 12 بالعلاقة: 

(a) 2+2 +1 


ل - رم)"ر. 
8+ م9 Na +2:+3 Na?‏ (تاسل2 


© يمكن أن نكتب * (()ه) = ()/ حيث 1+ » + 2ه = ().ه. ولأنّ ثلاثي الحدود 1+ + ”ي 
موجبٌ تماماً على 18 واشتقاقي عليهاء استنتجنا أن / اشتقاقي على 18 ويعطى تابعه المشتق على 
2 بالعلاقة 

-3)2 + 1( 


3 
x (2z +1) = 5 
نهم‎ +z +1) 


. ا‎ )2( = -83))2(( x u'() = ا‎ 


N 











وت كيف نستفيد من المبرهنة 5 في دراسة اشتقاق التابع ff = g ou‏ 


" ليكن / التابع المعرّف على المجال ]00+,0] وفق #/دهم» = (). بوضع #وم» = (2)و 
و »لہ = ():»» نرى أنّ »هو = م . التابع و معرف واشتقاقي على ۸ والتابع » معرف على 
+٥ |‏ ,0] واشتقاقي على +٥0]‏ ,0[. 
إذن» استناداً إلى المبرهنة 5» يكون / اشتقاقياً على +٥٥]‏ ,0[ء وعلى هذا المجال يكون: 
sin lz‏ 
Nx‏ 
ولكنّ التابع /, معرّف عند 0 و 1= (0)/ أيكون هذا التابع اشتقاقيآً عند الصفر؟ لا تفيد المبرهنة 
5 في الإجابة عن هذا السؤال. لذلك علينا العودة إلى تعريف العدد المشتق. فنبحث عن نهاية 


فف افع ودين رق "ا ا اة 





f(z) = (cosu)' x u = —sin u X Na)’ = 


h—0 
لدينا‎ 
2 
ج‎ cosh -1 2 sin (Nh /2) _ 1 sin (1/2) 
h 21 00 
ولان‎ 
رد ےھ س‎ im 3 = 0 
. /')0( = استنتجنا أنّ 4 = (4)۸ زا . فالتابع اشتقاقي أيضا عند الصفرء و1-‎ 


ص أيمكن للتابع f‏ المعرف وفق (#)سأ, = (:ه)ثرء أن يقبل الاشتقاق عند ت تحقق 0 = (رت)س؟ 


نعم لأنَّ النتيجة 6 لا تنص على أنّ « 0 = (منه)»» يقتضي «7/ غير اشتقاقي عند »». فهذه 


النتيجة لا تجيب عن السؤال المطروح. 
وعليه» لمعرفة ما إذا كان ۴ اشتقاقياً في رت٠‏ علينا أن نعود إلى تعريف العدد المشتق في ,:ه. 
أي علينا أن ندرس نهاية التابع ا1 لكك ب ى : ۽ عند النقطة 20 


— 0 


(لل1]أ بن 1- هله = (:)/ في حالة » من ]مه+,1] وهنا 1- 4 = ():»ه و0 = (1)» وفي 
حالة 1 < 5 لدينا 
Nz —1 1‏ 
a —1 Nz —1‏ 
إذن ه+ = ٤)»(‏ صا » فالتابع / غير اشتقاقي عند 1. 


241,2 >1 


2-2 








لتكلا ين دم 1 - ممال. = (هارء أياً يكن » من 12. هنا “(1 - م) = (م)نه و 0= (0)1» وأياً 
يكن » من 8#» فلدينا ”(1- #) = (5)/ .إذن / اشتقاقي على 1 فهو اشتقاقي عند 1. 
هذ تدر 


® في التمرينات الآتيةء احسب مشتق / على المجموعة 7 المشار إليها في كل حالة. 




















3 
D = R\{-2}, #دم| © ا‎ fa =r 15 © 
D=R, Nz © D=R, f(z) = sin کک‎ 
2 83 
D = کل ,[1:2-]1ه‎ 0 (D=R, ا‎ # 


TT‏ - زمار 


D = [0,7|, mm © D = [0,Z|, f(z) = ند 05 لد‎ © 





D = ]0,2 | f(z) = tan? x ® رز‎ = [0,[, f(z) = tan(3») © 


© في معلم متجانس [0:7,7): 1= 2ن + 2 هي معادلة للدائرة © 
التي مركزها 0 ونصف قطرها 1. وعليه فإنَ ربع الدائرة 0 
المرسوم في الشكل المرافق» هو الخط البياني للتابع / المعرف على 
المجال [0,1] وفق 2م - ١/1‏ = ()/. 
© احسب (نه e‏ 0,1[ . 





© تحقّق أن المستقيم (04) والمماس 7 متعامدان. 





ya 
5 في الشكل المرافق نجد الخط البياني © للتابع / المعرف على‎ © 
وفق 1+ ل = (جمار.‎ 8 

© تحقق أنَّ / تابغ زوجي. 

© احسب نهاية ثم/ عند 00+ وعند مم-. 0 2 

















© علل كون المستقيم الذي معادلته » = ي مقارباً مائلاً للخط البياني © في جوار -ه+؟ 
© ادرس تغيرات / . هل من توافق بين نتائج الدراسة والنتائج التي تستخلصها من الخط البياني؟ 


2 




















ليكن / تابعاً اشتقاقياً على مجال 7. نسمي تابعه المشتق 7 التابع المشتق الأول (أو المشتق 
من المرتبة الأولى ) للتابع / ونرمز إليه أحياناً بالرمز (0/. وعندما يكون ”/ اشتقاقياً على 1ء 
يرمز إلى تابعه المشتق بالرمز ”7 أو بالرمز /. يسمى ”/ المشتق الثاني (أو المشتق من 
المرتبة الثانية) للتابع /. وهكذاء أياً يكن العدد الطبيعي 2 < 7» نعرّف التابع المشتق من 
المرتبة ” بصفته التابع المشتق للتابع (1-"اثر. أي '((-"/) = /. 


]أ يعن الضع محر علي 1107 رودو الصوقه رك بار E E‏ 
ET ER‏ بستحت وار قن الك دي 
a)‏ 1( 3 
سنعتمد أسلوب الإثبات بالتدريج» لتكن («) الخاصة الآتية: 


n! 


#آيا كان » من 1850411 كان EEE‏ 


"" الخاصّة (5)1 صحيحة لأنّ 








| 1 | _ 0x -a)-1x( 1#) _ 1 

(1 - (7 (1 - 2(۶ 

9 ارس ]1) 

د 

(1 a) 

n! | 0 x (1 a)" - n! x ))1 2)) 
(a ير‎ ) 
_ 0-n!x(n + 01) - 2)" _ (n+D! 
(1 5 ج‎ (1 5 0002 


وهذا يُثبت صحة الخاصة (1 + 2)۸ . فنكون بذلك قد أثبتنا صحة الخاصة (87)0 أياً كانت . 


"" لنفترض إذن صحّة الخاصة (5)0 أي أنّ = ()0"م أياً كانت 1 عد 4. عندها 


(n+) (r) — 
=| 


حم 














# (0”/ هو ميل المماس للخط البياني ,© في النقطة ((4)0,/)0 . 
# يمكن أن يكون للخط البياني ,© مماسٌ في النقطة (<4)08,/6©8 حتى لو لم يكن / اشتقاقيا في 0» 
على أن يكون 05+ لعل - لكك يرن أو مه = 1121-1 سز . وعندئذ يكون المماس 
شأقولياً: 
8 قد لا يكون تابعٌ / اشتقاقياً على كامل مجموعة تعريفه. 
هه ب نه معرفٌ على ]0ه + ,0]» لكتّه غير اشتقاقي عند الصفر. 
ها صيغة أساسية: عندما ((تم)ن)و = ()/ء يكون (:ت)': × ((:ه))'و = (2)"/ . وبوجه خاص 


- | س0 
2u u u‏ 
# يمكن أن يكون التابع ((»)»)و جب اشتقاقياً في نقطة » دون أنْ يستوفي شروط المبرهنة 5 أو 
النتيجة 6. 





i 
منعكسات يجب امتلاگها.‎ fy 


# إِنْ تجد 0 = (60”/ء فز عندئذ بالمماس الأفقي. وبالعكس» إذا كان المماس في ((ه)/ ,4)4 أفقياً 
كان 0 = (ہ)'/. 

عند البحث عن قيم كبرى أو صغرى لتابع» فكّر بتنظيم جدولٍ بتغيراته. 

ه لإثبات أنّ للمعادلة 0 = (2)/ حلا وحيداً في المجال [0,0]؛ فز بطريقة تقوم على إثبات أن / 
مستمر ومطردٌ تماما على [8,+] وأنَّ (0)/ و (0)/ من إشارتين مختلفتين. 

ا عندما تصعبُ دراسة إشارة (0/» فكّز في دراسة تغيرات تابع و تكون إشارة ()و مماثلة لإشارة 
0 

إذا كان لہ × (1 + 2ه - 5به) = (ہ)' مء ادرسٰ تغيرات 1 + ے - تب جربو : و. 

إذا أردت البحث عن إشارة (2/ في حالة ()«/. = (),ء تذكز أنه يكفي البحث عن إشارة 


u )2:( 3 /‏ £ / 
(:2) سء لان 27 = (مه) ١.‏ 


لهس بن كان 1+ م4 - ےل = (م)يمرء كانت إشارة (»)'/ مماثلة لإشارة 4 - 24. 
6 











ا لمقارنة قيم f‏ وو على مجالٍ 7» يمكن أن نرس إشارة التابع و - / = ۸ ولتحقيق ذلك» قد نحتاج 
إلى دراسة تغيراته. تسمح معرفة إشارة (و - /) بتحديد الوضع النسبي للخطين البيانيين ,0 وم©. 
وبوجه خاصء تفيد معرفة إشارة ((0)/ + (ه)'/(ه - )) - ()/ بتحديد الوضع النسبي للخط 
البياني ,© ومماسه في النقطة ((4)0,/)0 . 


ا لمعرفة قابلية الاشتقاق في » لتابع / مستمرٍ في ٠»‏ فك في دراسة )ل لتال س 


0 جح ره 


e 


#ا إِنْ مشتق التابع (6 + f)‏ جد نه هو (ط + )اه ج نه فلا تتس المقدار «ه». 

# إذا كان (0(/)2)و = (#)طء أعطي مشتق 2 بالعلاقة (»)'/(ه)و = ()'2 وليس بالعلاقة 
()/ (0)"و + ()// (4)و = .۶)١(‏ لأنّ (0)و عددء ولیس تابعاً للمتحول . 

# في صيغة مشتق ((z)ں‏ )و + #ء لا تنس الحد (ه)". 

ا القضية «إذا كان و = » كان 'و = '/» صحيحة»ء لكنّ القضية «إذا كان و < /ء كان 
'و < /» خطأ في الحالة العامة. 








د 1 دراسة تابع» التوابع المُساعدة 


© دراسة تابع 


في الحالة العامة» المقصود بدراسة تابع / هو تعيين مجموعة تعريفه ,2 وحساب نهاياته عند أطراف 
المجالات المكوّنة لمجموعة تعريفه والبحث عن مقاربات خطه البياني ,0» ودراسة تغيراته» وأخيراً رسم 
خطه البياني. وأحياناًء نكتشف بسهولة أنَّ / زوجيء أو فردي» أو دوري» مما يفيد في جعل دراسة التابع 
تقتصر على مجموعة جزئية من ,1 ثم تمد الدراسة» إلى كامل ,1 مستفيدين من طبيعة الخاصة التي 
يتمتع بها التابع. 

© دراسة تابع كسري 

لنتأمّل التابع الكسري / المعرف على ]0ه+,1-[ وفق الصيغة 


5 1- 


البياني 0 للتابع f‏ في معلم متجانس (0,7,7). 

ستسمح الدراسة الآتية بتعرتف صفات f‏ ومن ثمَّ توضيح كيفية 
الوصول إلى رسم خطه البياني © دون استعمال أي برنامج 
وخصوصاً سير الخط البياني على المجال [0,1]. في الحقيقةء لا 
يعطي الخط المرسوم باستعمال الحاسوب دائماً» جميع المعلومات 
المتعلقة بالتابع» لكنه يزودذا بتصور مفيد جداً عن تلك 
المعلومات. 


© احسب ()”/ على المجال ]مه+ ,1-[ وتحقّق أنّ إشارة (:ه”/ تمائل إشارة 1- ”34 - 3:و2. 























9 في حالة تعذر تعيين إشارة ()”/ جبريأء ندرس تغيراتِ تابع مساعدٍ و نستنتج منه الإشارة 
البطلوية: 
© نرمز بالرمز و إلى التابع المعرف على ]00+ ,1-[ وفق 1- ”34 - 2 = (نم)و. 
. ادرس تغيرات و. 
. أثبت أنّ المعادلة 0 = (0)2 تقبل حلا وحيداً »© على ]0ه+,1-[» وأنَّ » ينتمي إلى 
المجال [1.6,1.7]. 























© بالاستفادة من النتائج السابقة» نظّمْ جدولاً بتغيرات / . 

© اكتب معادلة للمماس ۸ للخط البياني © في النقطة 4 منه التي تساوي فاصلثها 0. وادرس 
الوضع النسبي للخط ١‏ ومماسه ۸ على المجال [1,1-[. 

© أثبت أنّ الخط ١‏ يقع فوق المستقيم 4 مماسه في النقطة التي تساوي فاصلتها 1. 

© ارسم ۸ و 4 ثم ارسم '0. 


نشاط 2 مماس شاقولي 


© الحالة العامة 
لنتأمّل تابعاً / مستمراً عند نقطة ‏ تنتمي إلى أحد مجالات ,(. إذا كان 
ودح نا تح ليون ان و الفا ل تازيم 
0 -- 3 0جدنة 0 - نه ل0حدنة 


قبل الخط البياني ,0 للتابع "/ء في معلم متجانس مماساً شاقولياً في النقطة ((4),/)0. هندسيآء فر 


الشرطان «/ مستمر عند © و بدت ااانه وري بأنّ ميل القاطع للخط م0 في النقطة 


0 - 3 مجيو 


((4)4,/)۵ يسعى إلى مه + (أو 0-)» أي إِنَّ القاطع يسعى إلى المستقيم الذي معادلته ۾ = نه. 


























© حالة التابع يود جا ت : ار ِْ 0 
JEKE 6‏ 

تعلم أنَّ , مستمرٌ عند الصفرء لكنه غير اشتقاقي عند الصفر. أثبت أنَّ : : 

محور الترائيب مماس لخطه البياني في مبداً المعلم. : 





f: جا‎ z2 2)2 - ±z( دراسة التابع‎ © 


0 . تحقق أنّ f‏ معرف على المجال [0,2]. 

(. أثبت أنَّ / اشتقاقي على ]0,2[ واحسب (”/ على هذا المجال. 
© ما نهاية ۸ عندما تسعى و إلى العف ادق ر ماقا عفد اضر 
© ما نهاية 1 - ك عندما تسعى : إلى 2 هل / اشتقاقي عند 2 = بمه؟ 
© نرمز إلى الخط البياني للتابع / » في معلم متجانس (0,7,7)» بالرمز €. 

*. ادرس تغيرات / ونظّمْ جدولاً بها. 

«. عيّن مماسّي 0 في النقطتين (4)0,0 و (8)2,0. 


. ارسم مماسي © في 4 و 8 ثم ارسم 6. 





























نشاط 3 دراسة تابع مثلثاتي 
© كيف ندرس تابعاً مثلثاتيّاً ؟ 
© التابعان <ذه و 605 دوريان ويساوي الدور الأصغر لكل منهما 27. لأنَّ: 
sin(z + 2r) = sin z‏ و cos(z + 2r) = cos‏ 
© التابع ١ه‏ دوري ويساوي دوره الأصغر ع . لان : 


/ EZ عد ند و‎ 5 + k7 حيث‎ tan(z + 7) = tanz 


© التابعان (0 + :ده)<ذه ا نه و (0 + نده)ومه جه والدور الأصغر لكل منهما هو 
0 


غالباً» ما تفيد الصفات الخاصة بالتوابع المثلثاتيّة في استنتاج مجال دراسة تابع / معرّف على ,2: 
" إذا كان 7 دوراً للتابع /» كان 7 موجباً تماماء وأياً كان العدد ل 4“ 
إذا كان ,2 € نه كان را € '17 + 8 و f(z +T) = f(z)‏ 
في هذه الحالة يمكن أن ندرس التابع على مجالٍ طوله 7. 
" إذا كان / زوجياً أو فردياً» يكفي أن ندرسه على ,0,200 ثم 
5 إذا كان / زوجياًء أعطى التناظر المحوري بالنسبة إلى محور التراتيب الخط البياني على 
,2,0|[6-]. 





ت وإذا كان , فردياًء أعطى التناظر بالنسبة إلى المبدأ 0 الخط البياني على ,2 2,0[۸-]. 
" بعدئذء يسمح الانسحابان اللذان شعاعاهما 77 و 77- بالحصول على الخط البياني على 
مجالات أخرى. 


وخلاف ذلك» تجري دراسة التوابع المثلثاتيّة بمثل دراسة التوابع الأخرى. 
© دراسة التابع :22 ۸او + 2 مزه 2 جم تع 


لنتأمّل التابع م المعّف على 12 وفق 25 صذه + صنذة2 = ()/. 


دراسة ثم على المجال [0,72]. 
© أثبت أنه في حالة عدد حقيقي ± لدينا (1 + ندومء) (1 - نه وم» 202 = (2ه)'/ . 
© ادرس تغيرات / على المجال [0,5]. 
9 مساعدة: ستحتاج إلى حل المتراجحة 2 »وه . لهذاء يمكن استعمال الدائرة المثلثاتيّة» أو 
الخط البياني للتابع COST‏ +1 1 غلى المجال [0,7][. وكذا الأمر عند دراسة إشارة 1+ ج2ومء. 
© ارسم الخط البياني للتابع ‏ على المجال [+,0]» ثمَّ على المجال [27,27-]. 


9) 





نشاط 4 نهايات ومشتقات 


© المبداً 


ليكن و تابعاً ماء وليكن / تابعاً يحقق عند كل : من مجال مفتوح يحوي ٠‏ و » عد العلاقة 
(0)و - 9)z(‏ س (ار 


0 - بل 
ثم لنفترض إضافة إلى ذلك أنّ التابع و اشتقاقي عند 4» عندئذ يقبل / نهاية عند » ويكون 
(0)و = lim /)z(‏ . 


إذن» لإزالة حالة عدم التعيين من الصيغة « ^ » لتابع / عند نقطة 4+ مقن أن ال کا ۶ 


بالشكل مال - لمان = (52)/ حيث و اشتقاقي عند 6. عندئذ يكون (ه)'و = (2)/ مناء 


— 1 2-0 
© تطبيقات 
0 كن مز اكات المعرف دا 7 رر فرت الست عن اة ر بغقذ الضفو 
1 
إلى إحدى صيغ عدم التعيين. ضع 4 + /. = (2)و لكي تتمكن من حساب نهاية / عند الصفر. 
ثم احسب هذه النهاية. 


1 برخ 
2 


». تحقق أنَّ الحساب المباشر يقود إلى صيغة عدم تعيين. 
ا. لاحظ أنّ 0 - 8 » واستنتج أنّ نهاية / عند ِ تساوي العدد المشتق للتابع :وم جا :م 
عند ماذا تساوي هذه النهاية؟ 
© ادرس» في كل من الحالتين الآتيتين» نهاية التابع / في النقطة التي يشار إليها. 
tan z —1‏ 7 


0 = ()/ عند کک 


ول 7 


2-1 


f)»( .0‏ عند 1= م. 





د 5 الاشتقاق من اليمين ومن اليسار 

© حالة عامة: تعريف نصف المماس 

عندما يكون التابع / مستمراً على مجالٍ يحوي 4» ويقبلٌ التابع 4ل لتك ب ب نهاية / من 
اليمين عند 4» نقول عندئذ إِنَّ التابع / اشتقاقيّ من اليمين عند م» ونسمي 4 العدد المشتق من 
اليمين للتابع f‏ في ٠»‏ ونرمز إليه بالرمز (07”/. نعرّف بأسلوب مماثل الاشتقاق من اليسار عند © 
ونرمز إلى العدد المشتق من اليسار بالرمز (07”/ في حال وجوده. 


في حال وجود (05”/ و(0)/ نقول إنّ الخط البياني ٤,‏ 
للتابع / يقبل في النقطة ((4)4,/)0 نصف مماس من اليمين 
ونصف مماس من اليسار. ويكون f(a”)‏ ميل نصف المماس 
من اليمين» و(-0”/ ميل نصف المماس من اليسار. 








© دراسة مثال 

ليكن / التابع المعرّف على ۸ وفق = ()/. 

© ادرس قابلية اشتقاق / عند الصفر من اليمين» ثمَّ اكتب معادلة لنصف المماس من اليمين لخطه 
البياني ,© في النقطة (۸)0,2 . 

© ادرس قابلية اشتقاق / عند الصفر من اليسارء ثمَّ اكتب معادلة لنصف المماس من اليسار لخطه 
البياني في النقطة (۸)0,2 . 


© ارسم نصفي المماسين السابقين وارسم ,0 على المجال [2,2-]. 


د ه تأطير (حصر) توابع مثلثاتية 

0 تمهيد 

لنتأمّل تابعين / و و معرفين واشتقاقيين على المجال ]0ه+,0] = 2. ولنفترض أنّ 
:)"و > ()/ أياً يكن » من 72. 


بدراسة التابع ۸ المعرف على 7 وفق (0)و + ()و - (0)/ - (2)/ = (#)۸ أثبت أنّ: 
(0و- ماو > f) - f(0)‏ م 





۵ حصر 2 OSE j‏ 
© . أثبت أن » > #صذي أياً يكن 0 < 2. 


2 2 0 
7 باختيار وم - = (ه)ر» و يد = (ه)و برهن مستفيدا من التمهيد أنه في حالة R‏ © نه 


2 
(۸) 1 > cosa > 1 


3 
af f‏ 5 42 3 
© . أثبت أن نه ک e‏ صمتو ک س - ء أيا يكن 0 ده 


4 2 2 0 
5. وان 2+ د - 1 > هومه > د - 1ء أيأ يكن .TER‏ 


ا ا 2 أياً يكن 0 < 
. واخیرا بین أن - + دنه > 1 1او > س ے٠‏ ایا یکر >. 
اا و 6 


© تطبيقات 
a 5 5 3 9 26“‏ 5 : 
0 استنتج مما سبق أنّ العدد 0 تقريبٌ للعدد »وه بخطاً لا يتجاوز د ما الخطأ الذي 
نرتكبه عندما نكتب 0.995 = (205)0.1 ؟ 


© احسب نهاية © عندما يسعى المتحول » إلى الصفر. 
4 

© احسب نهاية 2-51 عندما يسعى المتحول © ال الصقو: 
T‏ 








e % 7‏ نت فوس 5 


الل اكب معادلة للمماس للخط البياني للتابع المعطى في النقطة التي فاصلتها ۾ . 


f(a) = aN a, a=1 © f(a) = a + a” -3, a =0 © 
42 42 
=, =0 © (=, ه 0ه‎ 


f(z) = scosz, a= 3 © f(z) = cosz, a=0 © 








2 - 3 +1 


= za +1 


© اكتب معادلة لمماس © في النقطة التي تساوي فاصلئها 1. 
© هل يقبل © مماساً موازياً للمستقيم الذي معادلته م4- = ن؟ 


© هل يقبل © مماساً موازياً للمستقيم الذي معادلته 0 = ,م2 - 3؟ 


(©@ ليكن © الخط البياني للتابع / المعرف على ۸ وفق جس = (6/. 


© أعط معادلة لمماس © في النقطة التي تساوي فاصلتها 1. 
1 


© هل يقبل © مماساً موازياً للمستقيم الذي معادلته م2 دن؟ 


© هل يقبل © مماساً موازياً للمستقيم الذي معادلته 0 = ر - م4؟ 


@ يكن # التابع المعرف على R‏ وفق 1+ 3 - ةنح (). 
00 ادرس تغيرات 1 وَنَظّمْ جدولاً بها . 
© تحقق أنَّ للمعادلة 0 = ()/ ثلاثة جذور. واحصر كلآً منها في مجال لا يزيد طوله على 


.10-1 


١‏ هنا نجد رمزاً جديداً: © يعني هذا الرمز أنّ استعمال الآلة الحاسبة أو الحاسوب مسموح» 
ولكن ليس ضرورياً. 





© يكن / هو التابع المعرف على 8 وفق + + بم - ي - ثم = ()/ . 
© ادرس تغيرات / ونظُمْ جدولاً بها. 
© ما عدد حلول المعادلة 0 = (5)/؟ 


© احصر كلا منها في مجال لا يزيد طوله على :-10. © 


© يكن 7[ هو التابع المعرف على 1 وفق 4 + 122 - تممه + “32 = (مار. 
© ادرس تغيرات / ونظّمْ جدولاً بها. 
© ما عدد حلول المعادلة 0 = (5)/؟ 


© احصر كلآً منها في مجال لا يزيد طوله على -10. © 


بالعلاقة المشار إليها. وحدّذ في كل حالة المجموعة التي تحسب عليها المشتق. 


© f) = ممع - ته‎ + 2-1 O 











f(z) = as 
f(z) = cos(2z) + sin 2z) © ڪڪ‎ ٤ 5 © 
/)2( = 0 9 f)e( = - 0 


© ليكن التابع المعتف على R‏ وفق +1 جه = همال. 
© تحقق أنَّ (2)/ = ()7. 2 + 1ل أيأ يكن ۾ من . 
© استنتج أنّ 0 = (م)/ - (م)"ره + (2)"/(« + 1)ء أي يكن :د من ۸. 


© في كل من الحالات الآتية» ادرس قابلية التابع / للاشتقاق عند الصفر. 


2+ | © f(z) = z|lz| © f(a) = Naz 0 


2 +1 





© التابع / معرفٌ على ۸ وفق 0= (0)/ و 


© هل / اشتقاقيٌ عند الصفر؟ عل إجابتك. 
© احسب (28)”/ على *®. 





م = (»)/ فى حالة 0 ع :ج. 
9 : 


لنتعلم البحث معأ 
© عدمسي 


في معلم متجانس [0:7,7)» 1 هي النقطة التي إحداثيتاها (71,0) حيث 3 > ”> 0» و1( 
هي النقطة التي إحداثيتاها (0,7) حيث 0 < «» النقطتان 11 و 77 تحققان 3 = 1/77 . وأخيراً 
7. هي نقطة من القطعة المستقيمة [1477] تُحقق 2 = 17. نهدف إلى تعيين المحل الهندسي 
£ للنقطة ل عندما تتحول «7 في المجال [0,3]» ورسمه. 

2 نحو الح 

هذه مسألةٌ في دراسة المحل الهندسي تحليلياً. سنسعى بداية إلى حساب (7,) إحداتيّتي النقطة 

ل بدلالة «7. يمكن التفكير بمبرهنة تالس» لكنْ يبدو الأمر أيسرَ باستعمال الأشعة. 
© أثبت أن (207 + 01/7 = 307. 


© أثبت أنّ 2س - 9 حاس. وا تنتج (2,Y)‏ إحداثيتي للنقطة J‏ بد لالة .m‏ 





البياني ١‏ للتابع 'م/ المعرف على المجال [0,1] وفق 2 -20/1 = (م)ثر. 
© يبقى أن نجيب عن السؤال: أترسم 7 الخط البياني © كاملاً عندما تتحول :7 على المجال 
[0,3]؟ 


© ما هو إذن المحل الهندسي للنقطة ل؟ 
© ادرس تغيرات / وادرس قابلية اشتقاقه عند 1. وأخيراً ارسم £ . 


كي أنجز الح واكتبه بلغة سليمة. 


© اا تمل 
في معلم متجانس [ 0:7,7)» نرمز بالرمز © إلى مجموعة النقاط (1)2:,7 التي تحقق: 
4y” =3‏ دهمد a‏ )*( 
نهدف إلى إثبات أنّ المجموعة م هي اجتماع خطين بيانيين ,0 و ر0 لتابعين ب و ر/ ومن 


e 


وی 6 


a 








2 نحو الح 
ف انط يتطق ار اقات ن امح 6 من 2 ( و فان یں @ جت 
إذن إثبات أنّ القول « تنتمي 11 إلى £» يكافئ « تنتمي 1 إلى ر0 ل ,0 » أو « تنتمي M‏ 
إلى ,0 أو إلى 02 »» حيث ,0 و و0 هما خطان بيانيان لتابعين / و 5 فتكون معادلتاهما 
(عاق = و و y= )z(‏ 
يتعلق الأمر إذن بإيجاد تابعين إ/ و رر تكون معهما المقولتان الآتيتان متكافئتين: 
5 « إحداتئيّتا 14 تحققان 3 = 2ن4 + :2 - 2ج » 
5 « إحدائيّتا 31 تحققان (م)/ = و أو (مازز = ن». 
© تحقق أنّ العلاقة () تكافئ هاف 83 7 تق ر 
© تعلم أنَّ « مح ي» تكافئ « هك دن أو »له دن » فقط عندما يكون 0 < ۾. ما 
قيم ‏ التي تحقق 0 < 3 +20 + 2-؟ 
0 تبقى دراسة تغيرات 6/ و ر ثمَّ رسم خطيهما البيانيين 0 و 20 . نرمز بالرمز 7 إلى التابع 


المعرف على [1,3-] وفق 22۳3+ لقحلا ب (م). 


© أثبت أن ر اشتقاقي على ]1,3-[. احسب ()/ثر على ]1,3-[. 
© ادرس قابلية 6 للاشتقاق عند 1- وعند 3. كُمَّ نظَمْ جدولاً بتغيرات #. وارسمْ ,0. 
© يمكن» لكي نرسم 0» أن ندرس تغيرات «/ . ولكن هناء لدينا: (م)/- = ()» أياً تكن » من 
[1,3-]. وفق أي تحويلٍ هندسي يكون 020 صورة 07؟ ارسم و0 . 
ر أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 


© ماجحة هويغنز Huygens‏ 

نهدف إلى إثبات صحة المتراجحة 3 < ندصهم؛ + »مو2 أياً يكن » من المجال ]0,3] = 1. 

9 نحو الح 

١‏ يبدو حل هذه المتراجحة مثلثاتياً شبه مستحيل. لذا نلجأ إلى دراسة التابع , المعرف على 7 وفق 
2 - »صما + »صنو2 = ()/ر. تحقّق أنّ إشارة ()”/ على المجال 7 تمائل إشارة 
3cos 2 +1‏ دن وي 2. 

© يمكنك أن تضع + = :هوم»» ثم تدرس إشارة كثير الحدود 1+ 3/2 - 23 = ()5 مع + من 
[0,1[. ادرس تغيرات 7 على المجال [0,1[» وتحقق أنَّ 2 موجب على هذا المجال. 

ر أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 











3 
التابع / معرف على المجال ]0,1] وفق ےرل = (0). 


© هل / اشتقاقيٌ عند الصفر؟ 
8 احسب زا على ]10:1 

ل الا ع اعرف ع 0111 وق 0 ا 
© ات اا قى اام ا 
© استنتج مشتق كل من التوابع الآتية: 





2+1 1+ كنج 
لسك ا 

















0 جابع: و9 @ hia‏ 
Vz -1‏ اح ثبع 
© ل ng LEE 4 EEN‏ 
2-1 ْ 5112-1 ْ 
© فيما بتي أوجد التابع المشتق للتابع / محدداً المجموعة التي تنجز عليها الاشتقاق. 
f(z) = sin 2: © f(a) = cos 3: ©‏ 
sin 32‏ و2 cos‏ 
ااه 5 ع حك :22 
© ايكن التابع / المعزف على 200 وفق 2+3 = (م).. 


© عيّن التابع المشتق ر للتابع /. 

© نرمز بالرمز و إلى التابع المعرف على ]2,5-[ = 1 وفق (80)/ = (ه)و. أثبت أن و 
اشتقاقي على 7 ثمَّ احسب ("0 على 1. 

© نرمز بارمز 8 إلى التبع المعرف على ]دم +..ا[  -‏ وفق (2/:)/ = (تام. أثبت أن + 
اشتقاقي على 7 ثمَّ احسب ()/7 على 7. 

© © و6 عددان حقيقيان» و 0 هو الخط البياني للتابع / المعرف على 1 وفق: 
f(2) = az + b2 +1‏ 
هل يمكن تعيين » و 0 لكي يقبل © مماساً أفقياً في النقطة (4)1,2 منه؟ 


© و6 عددان حقيقيان» © هو الخط البياني للتابع f‏ المعرف على ۸ وفق: 


a2 +0‏ + 32 _ 
عيّن 0 و 0 لتكون 3 + 4 = ن معادلة للمماس للخط © في النقطة التي فاصلتها 0 منه؟ 





© 0 عددٌ حقيقئٌ» و/ هو التابع المعتف على 8 وفق :3 + 3:2 + ده = ()/ . هل يمكن 


تعيين © ليكون للتابع / قيمة حذية عند 1= م؟ 


© ر هو تابع معرف على 28 واشتقاقي عليها. إضافة إلى ذلك نفترض أنّ: 
8ت (0) TOT‏ 
٣ 5‏ متزايد على المجال ]0ه ,0] ومتناقص على المجال [0 ,مه- [. 
ارسمْ خطاً بيانياً © يمكن أن يمثل التابع / . 


© في كن من الحالات الآتية» احسب في حال وجودها نهاية التابع / عند ۾ المشار إليها. 


_ banz -2وم»‎ 1 








f(z») a=0 © /)( a=0 © 
43 4 
2 دتو‎ 


في کل من الحالات الآتية» أوجد عدد حلول المعادلة» ثم احسب قيمة تقريبية لكل جذر بحيث لا 
يتعدى الخطأ في الحساب 10-1. 


© 0= ق نل شنو تن © 5= )1+ 2(2 
@ 7" © ساود قوط د ف 
2 3 5 


© ليكن / التابع المعرّف على المجال ]0ه+,1] وفق 4 - 1- تمه + نه = (ت)/. 
© ادرس تغيرات التابع ۶. أثبت أنّ المعادلة 0 = ()/ تقبل حلاً وحيداً يطلب حساب قيمة 
تقريبية نيا انحل ع ا کی اک في اتات ون 
© احسب جبرياً القيمة الحقيقية لذلك الجذر. 


© يكن / التابع المعّف على المجال |0ه+,1[ = 1 وفق #له - ل = ()ل. 


بح ل 
© ادرس تغيرات f‏ على 1. 
© استنتج أن للمعادلة 0 = (8)/ جذراً وحيداً ه يقع في المجال ١11,2]‏ 
© احسب قيمة تقريبية لهذا الجذر على ألا يتعدى الخطأ في الحساب :-10. © 











© في معلم متجانس [0:7,7)» ليكن © هو الخط البياني للتابع / المعرف على ۸ وفق: 


2 
TT FA 
ار‎ 5 


© ادرس تغيرات / وارسم خطه البياني 6©. 
© نريد تعيين المماسات للخط البياني © المارة بالمبدأء (غير المماس في المبدأ. ) 
. ليكن 4 عدداً حقيقياً. اكتب معادلة للمماس ,7 الذي يمس 0 في النقطة ((4)0,/)0.. 
ا. فكّز في أنَّ ,7 يكون أحد المماسات المطلوبة عندما يمر بالمبدأ. ثُمّ جد معادلة لكل مماس 
للخط البياني © يمر بالمبدأ. 
0 في ملم متجانس ( 0:,7)» © هو الخط البياني للتابع /, المعرف على 1١-1(‏ وفق: 


22 +3 +7 
E 


© أوجد نهاية f‏ عند 00+ وعند مه-. 
© أتبت أنّ المستقيم 4 الذي معادلته 2-1 = ن مقاربٌ مائل للخط ٥‏ . 
© ادرس نهاية / عند 1-. ماذا تستنتج فيما يتعلق بالخط 0؟ 
© ادرس تغيرات / ونظُمْ جدولاً بها. 
© أثبت أنّ النقطة (3 -;1-)1 هي مركز تناظر للخط 6. 
© ارسم مقاربات 6 ثم ارسم 60. 
ا( في معلم متجانس (0:77)» 6 هو الخط البياني للتابع / المعرف على }۸)1 وفق: 


23 - 8 ل‎ 10-1 
f)( = (E ~17 


© أوجد نهايات / عند حدود مجموعة تعريفهء ثمّ ادرس تغيرات / ونظّمْ جدولاً بها. 

© أثبت أنَّ المستقيم 4 الذي معادلته 1 - ى = ن مقاربَ مائل للخط 6. 

6 ادر الوضعم السين للخطيخ 4 ءال اريم كلا مق 8و 6: 

© حدّد هندسياً عدد حلول المعادلة 0 = " - 11- :(10 + )m + 3(7 + 2m‏ - 4 . 
ا( في معلم متجانس [0:7,7)» © هو الخط البياني للتابع , المعرف على 8 وفق: 

a +8‏ ه = (م)/ 

© احسب نهاية 'م/ عند مه- وعند مه-+ . هل يقبل 0 مقارباً أفقياً؟ 

© تحقق أنّ المستقيم 4 الذي معادلته 2 = ي مقارب للخط 0. 

© نظّمْ جدولاً بتغيرات ‏ . 


@ ارسم مقاربات C‏ نم ارسم 6" 











© دراست تاچ مثلثاتي 


ليكن / التابع المعرف على 1 وفق ± م4 + ± ”صنو3 = (مار. 


© قارن كلا من («)/ و (2۸ + ه)م/ مع ()/. استنتج أنه تكفي دراسة / على [0,7]. 


© أثبت ُن )2 “f )»( = 6cosa x sin (1 = 2cos‏ عند كل عن قيقى 
© ادرس تغيرات / على [0,5]. 
9 ا ات لزاني ع :أ علو ا 


دراست تاچ مثلثاتي 


ليكن / التابع المعرف على 8R‏ وفق هوم 3 + نه صنو4 = (م)ر. 

© أثبت أنّ ()/ = (2 + م)مء أياً يكن العدد الحقيقي :. 

© تحقق أنّ )1 — 22 (2sin‏ نه 3sin‏ = () “1 » أياً يكن العدد الحقيقي ±. 

© ادرس / على مجال طوله ۰27 وارسم خطه البياني على المجال [27,27-]. 


© ليكن ‏ التابع المعرف على المجال ك وفق بد نصةة - مم4 = (ه)/ . 
© احسب التابع المشتق (”/ . ضع + = #دده: وتحقق أن 


(2 + + )2 -2)1 = رمار 


© أثبت أنَّ للمعادلة 1- = ()”رء في المجال 1 جذراً وحيداً .». 
© ليكن / التابع المعزف على 12 وفق همه ه = (ه)/ . 

© احسب عند كل نه من 212 (:)' و (8)”[] و (2)'/. 

© أثبت» مستخدماً البرهان بالتدريج» أنَّ مهما تكن 1 < م فلدينا: 


scos (a + 3) + ncos (2 +(n =1)‏ = (و) لام يا يكن 2 من 8. 





© ليكن / التابع المعرف على ۸٠)-1,1[‏ وفق سي = ()/. 
+ كب = (مار» على (1,1-]10. 


© بالاستفادة مما سبق» أوجد عبارة (»)" في حالة 1 < « و» من (1,1-]120. 


© أوجد عددين حقيقيين 0 و5 يحققان 


5 


إجاد تاق 


نفترض وجود تابع / معرف على 1 واشتقاقي عليهاء ويحدة 


-0)/ و جل = (م)”/ عند كل ۾ من ۸. 


وليكن © خطه البياني في معلم متجانس (لن نبحث عن عبارة (2)/) . 

© ليكن و التابع المعرف على 8 وفق (:ماثر + (م)/ = (2)و. 
». تحقق أن و اشتقاقي على *1. واحسب (:)'و. 
(. احسب (0)و واستنتج أنّ التابع / فردي. 

© ليكن ۸ التابع المعرف على ]0+ ,10 = 7 وفق 


». تحقق أنَّ / اشتقاقي على 1» واحسب ()/7 على 1. 
. أثبت أن (2/0 = ()۸» أياً يكن » من 1. 

©. استنتج أنَّ نهاية التابع ‏ عند +٥‏ تساوي (2/)1. 

#. ماذا تستنتج بشأن الخط البياني 6؟ 





h(a) = f(z) + 16 





© ليكن ‏ التابع المعرف على 2 = ل وفق نه- (تقصمة)/ = .k)2(‏ 





۾. احسب ()۸. ماذا تستنتج بشأن التابع ۾؟ 

7 احسب (1)/. 

». نظّمْ جدولاً بتغيرات f‏ على 12. 

7. ارسم المستقيمات المقاربة للخط البياني © وارسم مماساته في النقاط التي فواصلها 1- 


0 


و0 و1»ء ثم ارسم 8 


2 هاءمتتالية : تذكرة 
© مبرهنات تخ ص الهانات 
0 تارب المتتاليات المطردة 
متتاليات متجاومرة 








فا شرب الوا رات مر حساباتك على الآلة الحاسبة» يمكن أن تقع معك 

أشياء روك فا السكب اجان غل .اة 

u a 

قیت تعمل» وها أنا أضع أمامم في الشكل اجاور الها © © © اف 

الوظائف المتبقية. 

واحمتنى المعضاة الآتية» الزر الذي يعطى العدد الشهير ^ معطل فا العمل ؟ 
سنك عل بغ ن ن 2س 
وأخبرأ ر فظهر الجواب المبين جانبا. 

© ظهر عددٌ فيه الكثير من الخانات فاعتمث 
91 
فظهر الجواب المبين جانبا. 

ا سي يا يات 


ا 


























© هناك خانات لم تعد تتغير وهذا مثير للاهتام 

فلم لا اکر الأمر ذاته مجدداً: زب ث2 رت 2 

اع 
ويا للمفاجأة» لم يعد يتغيّر العدد الظاهر على الشاشةء ولكن أيذكرك هذا العدد 
ببشىء ؟ 
ري ا ب E‏ 
الا الآخير بالعدد إثنان : لك م ر© 2 )1€ 
وها هو العدد ^ بهاني عشرة خانة بعد الفاصلة. ليست الرياضيات جيلة؟ 
ملاحظة : في آلتي الحاسبة» على عطلهاء عند الضغط على مفتاح تابع تحسب مباشرة قهة العدد المعان على شاشتها. 


6 





















































نهاية مستالية 


© نهاية متتالية : تذكرة 
1. حالة نهاءة مدهية (أوحقيقية) 
© تعريهم 1 
نقول إِنّ عدداً حقيقيّاً ‏ هو نهاية للمتتالية م( )٠,‏ إذا ضمَّ كل مجال مفتوح مركزه 4 جميع 


حذود المتكالية يذءا ‏ من ذلئل معدن (أو باستثناء عدد منته منها). 
نكتب في مثل هذه الحالة £2 = ,,:ه سنا » ونقول إِنّ المتتالية متقاربة أو إنها تتقارب من /. 








جميع الحدود بدءاً من دليل no‏ 


عدد منته من الحدود e‏ عدد منته من الحدود 
4 


9 تذكّر أنّ المتتاليات ,_,(,») التي حدها العام ,» معطى بإحدى الصيغ الآتية 


al. aa a= a 
n n3 n 2 n n n دول‎ 
. هي جميعها متتاليات مرجعية» وتسعى إلى الصفر عندما تسعى 7 إلى 00+ : 0= ,ا صا‎ 


1 . حالةالنهاءة اللانهائية 


© تعريم 2 


نقول إِنّ المتتالية ,.,,(,,») تسعى إلى 00+ إذا ضمَّ كلّ مجال من النمط ]00+ ,4[ جميع حدود 
المتتالية بدءاً من دليل معيّن (أو باستثناء عدد منته منها). 
نكتب في مثل هذه الحالة مه+ = ,» صا » ونقول إِنّ المتتالية تتباعد إلى مه+. 


6 ج11 


جميع الحدود بدءاً من دليل "o‏ 


ا عدد منته من الحدود 








9 تؤدي المتتاليات (J5i‏ التي حدها العام U,‏ معطى بإحدى الصيغ الاتية 
u. =n, u =n, u =n, u, = n,‏ 


n 7 n 5, n 


أيضاً دور متتاليات مرجعية» وهي تتباعد إلى 00+ عندما تسعى « إلى 00+ : 0+ = ,نه صا . 


نقول إِنّ المتتالية ر( ,») تسعى إلى 0- إذا ضمّ كل مجال من النمط ٥,4]‏ -[ جميع 


حذود. المتكالية يدعاً من ذليل معن (أو باستثناء عدد منته منها). 
نكتب في مثل هذه الحالة 0ه- = ,» "11 » ونقول إِنّ المتتالية تتباعد إلى 0ه-. 


1 الةامثالية افد س 


87 برص | 
ليكن ۾ عدداً حقيقياً. 
*" في حالة 1 > و > 1-» يكون 0 = "ي دطنا ٠‏ 


0 جح ىر 


" في حالة > 1ء يكون 00+ = "ي صتا ٠‏ 


0ج 1 


* في حالة 1- > ۾ » ليس للمتتالية نهاية. 





. في حالة 1 دان تكون المتتالية ودر "4( ثابتة وجميع حدودها تساوي 1« و1 ك lim q"‏ . 


0 ج11 


8 المتتالية الهندسية المعرفة وفق | 
8 النعالية اليندسية المسرقة وفق ١‏ 


بدأ من دليل ما 


تسعى المتتالية ,..,(,) المعرفة» وفق 


| = ,» متقاربة من الصفر. لأنّ 1 > 1-. 


حب اكت O‏ | خی 


|= ,» متباعدة نحو 00+ . لأنَّ ا 


0 _ 5382-1 
"”" „+1 


إلى 3. عيّن عدداً طبيعياً م يحقّق الشرط: إذا کان م« < ۸ء كان |]2.99,3.01[ © ». 








انتماء ,» إلى المجال |2.99,3.01| يعني أنَّ 0.01 > 3 - ,نه > 0.01-» أو 0.01 > |3 - ,نا 


4- 596 1 
لكر للد = فق = U‏ اذ الشرط المطلوب حتت 
رد 79297 n +1 100 e‏ 


أو 399 < ”. ينتج من ذلك أننا يمكن أن نختار 399 = 70» أو أي عدد أكبر من 399. فالمجال 
]3.01 ,2.99| يحوي جميع حدود المتتالية م_,(,») بدءاً من الحد ذي الدليل 400 . 


¢ 








وهذا يكافئ: 1+ ۸" > 400 (علل) 


9 بوجه عام تنتمي ٠»,‏ إلى المجال ]» + 3,ه - 3[ = ,1 حيث (0 < م) إذا تحقق الشرط: 
31-1 
n +1‏ 


أى mals‏ فإذا کان "o‏ أى عدد طبيعى أكبر أو يساوي 3 انتمى Uy,‏ إلى 8 أياً كانت 
كت a‏ 





-3 > a 








.71< "o 


الاك عار اي 


TT 1 1 1 1 e 4 5000‏ د 
المتتالية تجو( (u‏ معرقة وى on‏ 8 1 9 1 سےا ty‏ أثبت أن 0ح( (u,‏ متقاربة. 
واحسب نهايتها. 
لاحظ أنّ 


+ 00 + )+ )+ -1 - ينا 


إِنَّ مضمون القوسين هو مجموع ۾ حدَاً متتالياً لمتتالية هندسيةء كلّ من حدّها الأول وأساسها يساوي 


ومن المعلوم أنَّ هذا المجموع يساوي 





N | سا‎ 


12 
11 _ 2127 1 “و-1 
6 1ج ا vT‏ 
2 


إذن» | ) = ,». وهذه متتالية هندسية أساسها < = 0 يحقق 1> |١|‏ فهي متقاربة وتسعى إلى 


الصشر. 








2 ج 
0 3 : 


في | لحقيقةء يمكننا أيضاً أن نلاحظ ما يأتي 


1' 1 1 1 1 
2 21 


EET 1 
2 4 8 2" 21 


1 1 1 1 1 1 
2 2 4 21-1 21 0 


فالمتتالية ر,(,») متتالية هندسية أساسها ون هق ف فی إلى الف 


وض لماذا إذا تقاربت متتالية 
® 





م( ,) ذات حدود موجبة, كانت نهايتها عدداً موجباً؟ 

(تذكر كلمة موجبة تعني أكبر أو تساوي الصفر: فعندما نقول + موجب أو أكبر من الصفر 
نقصد المتزاجحة 0 < ه. أما إذا أردنا 0 < ه» فعندها نقول إنّ © موجبٌ تماماً أو أكبر تماماً 
من الصفر ). 

لنفكر بأسلوب نقض الفزض. لنفترض أن 0 < ,«» أياً يكن ٠”‏ وأنَّ ,(,») تتقارب من عددٍ 
سالب تماماً 4. نختار عندئذ مجالاً مفتوحاً مركزه £ لا ينتمي إليه الصفر. إِنَّ هذا المجال لن 
يحوي أيّ حذّ من حدود المتتالية» وهذا غير ممكن لأنّ ذلك يناقض تعريف نهاية متتالية. فلا 
يمكن إذن أن تكون نهاية ر,(,») عدداً سالباً تماماً. 


9 يمكن لمتتالية جميع حدودها موجبة تماماً أن تساوي نهايتها الصفر. على سبيل المثالء 


المتتالية ,ر,(,») المعرفة وفق + = ,ا. 


وض كيف يجري الربط بين نهاية متتالية ونهاية تابع عند مه -+؟ 


التمائل بين التعريفين واضح» لأن المتتاليات حالات خاصة من التوابع. فمثلآً 0+ = (م)”ر صا 


مجن 


تعني أنه أياً كان العدد الحقيقي المعطى /1 تحققت المتراجحة 1 < (5)/ بدءاً من قيمة ۸4 
للمتحوّل ‏ (أي عندما 4 < #). وكذلك الأمر +٥‏ = ,» ”1ا تعني أنّه أياً كان العدد 


الحقيقي المعطى /1 تحققت المتراجحة /1 < ,8 بدءاً من قيمة للدليل 7 (أي عندما 


.(n > no 














1 


© تة ی( مسعرقة وق دين تعلم أن 0 = هدناء جد عدداً طبيعياً ,7 يحقق 
n‏ 01-060 





n 


u, € |-107,10 |‏ عند كل 2 < ۸۔ 





© المتتالية رر,(,») معرفة وفق أ = ,نه وتساوي نهايتها 3. جد عدداً طبيعياً 0 يجعل 
u, € |2.98, 3.02|‏ عند كل م أكبر تماماً من ,7. 

© المتتالية ,.,(,) معرفة وفق ۸" = ,». نعلم أنّ 00+ = ,0 «ذا. جد عدداً طبيعياً 70 
يجعل 10 < ا عند كل « أكبر تماماً من "o‏ 


@ احسب نهاية كل من المتتاليتين (Zn) >o‏ ف وم( (YI,‏ حيث 





0 و 
27 )10.1( 
® ليكن 1 > ي > 1-» ولنعرّف المتتالية ("n>0‏ بالعلاقة "ي + ...+ 2م + 4 +1 = وا أعط 


١ رلا‎ 


صيغة أخرى تفيد في حساب ,» واستنتج قيمة u,‏ مدنا = 5.. 


© نتأمّل المتتاليتين ,ح,(,2) و ر-,(رل) المعرفتين وفق: 


1 
3 = 2“ لحيل a‏ و 3 ونه = ‘Y,‏ 


© .ثبت أنّ المتتالية ,..,(.0) هندسية. 


n>0 
1 بدلالة‎ Tn 3 In احسب‎ .0 
وناك لور اطسو ولاك نه‎ EES 9 


».احسب كلآً من Sn‏ و 5 بدلالة n‏ 


© نتأمّل متتالية 
© نفترض أنّ 1= ه» تيقن أنّ ر,(,») متتالية حسابية في هذه الحالة» واحسب ,» بدلالة 


م<,(,8)ء معرّفة وفق العلاقة التدريجية 0+ ,ناه = ررر و5 = لاء 
” وم وء في هذه الحالة. 
© هنا نفترض أنّ 1 عد ۾. ونضع / الحل الوحيد للمعادلة 5 + يه = 4. 
+ نعرّف و,(,]) بالعلاقة £ - ,» = ,4. برهن أن ,-,(,؛) متتالية هندسية. 
0 استنتج صيغة ,+ بدلالة 7 و5 وه وء في هذه الحالة. 
ء برهن أنّه في حالة 1 > ه > 1- تتقارب المتتالية ,.,(,؛:)» واحسب نهايتها بدلالة 0 وه 


و 5. 





© مبرهنات تخص النهايات 


2. مشساليات من النمط (۸) f‏ = ہا 


© مبرهنة 2 


ليكن / تابعاً معرّفاً على مجالٍ من النمط ]هه+ ,([ ولتكن ,جر( ») متتالية معرفة بدءاً من دليل 
معيّن ,7 بالصيغة (0)/ = ,.ه. عندئذ إذا كان 7 = ()/ ہنا » كان أيضاً © = u,‏ صمنا . 
مملدجع 


معلدج نر 


حنة يدل ٤‏ على عددٍ حقيقيٌ» أو على +۰ أو على 00 —. 


ادرس نهاية المتتالية ,..,(,) المعرفة بالعلاقة 


بالاستفادة من قواعد العمليات على النهايات» لدينا حالة عدم تعيين من الصيغة « کک 6 
OQ‏ 


_ 2n + 5n +1 


5 
n +n 


(0)/ = ,ره حيث 


1+ 52 + 227 _ 
f(z) = 2 LG‏ 
ولأنَ 2 = ()/ صا » استنتجنا 2 = u,‏ صا . 
وملجعو مم دج ىر 


2. مسالیات من النمط (يرنه) ‏ = ہا 


© مبرهنة 3 
ليكن / تابعاً معرّفاً على مجالٍ 1 ولتكن ر,(,») متتالية تنتمي جميع حدودها إلى 1. إذا كان 
اك مل بو مك زمار مسا كان im Se‏ حيث يمثل کل من الرمزين 0 وء 
عدداً حقيقيّاًء أو مه -+؛ أو مه-. 

9 تمائلٌ هذه المبرهنة مثيلتها المتعلقة بمركّب تابعين» ولهما الإثبات نفسهء فقط هناء نركب متتالية 

موي 


2 














2 ف ل 3184-2 
المتتالية (u, n>1‏ المعرفة وفقى | = 
an + 2 5 3‏ چ س 2 ل an‏ 5 8 
أن ,0ل = u,‏ حيث = ,ره. ولان 3 = سنا و ۷/3 = هله صناء استنتجنا 
لا م 4 1 1+ n +1 2 n‏ 0 0 1 
u, = 2/3‏ حلطلا ٠‏ 
° 


2.. العمليات على النهادات ومبرهنات الإحاطة 


تبقى المبرهنات على نهايات التوابع عندما يسعى المتحول إلى +٠‏ سارية في حالة المتتاليات. 
وخصوصاً نهاية مجموع متتاليتين ونهاية جدائهما ونهاية خارج قسمتهما. وهنا نعيد القارئ إلى ما درسناه 
في الوحدة الأولى. وفيما يتعلق بالمقارنة» نستعرض المبرهنات الآتية: 


© مبرهنة 4 


لنتأمّل ثلاث متتاليات ,ح,(,) و .<,(,") و دم( ٠)»,‏ إذا تحقق الشرطان 
Wn >> Un >> Un‏ عند كل ” أكبر من عددٍ 70 


57 يوجد عدد حقيقي / يُحقق / = ,س معطلا = vu‏ صا . 


معدجب ىر ° .¢ La‏ 


استنتجنا أنّ £ = ر سنا . 


n= too a 


لنتأمّل متتاليتين (n n>1‏ ف 1< (e,‏ وعدداً حقيقياً £. إذا تحقق الشرطان 


اك / - »| عند كل 7 أكبر من عددٍ 1 





. lim ع‎ =0 "® 
n 
ودج‎ 


كان € = u,‏ صتا . 


+++ 


7 مبرهنة 6 


لنتأمّل متتاليتين (n>1‏ ف 1< ( ۰)7 ولنفترض اَن Un - U"‏ عند كل 4 أكبر من ۰"0 عندئذ 
" إذا كان مه+ = به صا استنتجنا أن 00+ = ره صتا . 


11-6 n—¬++o0 
: -_ Î 10 mun 00 1 : 5 
. واذا كان مه- = ,0ه ہنا استنتجنا أن ہ- = ,نه صتا‎ 
م"‎ ¬+ +0 n+ +00 ع‎ 





المتتالية ..,(,) المعرفة وفق 


sin n 


n +1 





صا » استتتجنا أنّ 


n++oo MM + 


. ولان 0 = 





أن 1 > |«هنه| أياً يكن ٠”‏ إذن ليك لبن 
n +1‏ 





0 - ,»ا ١ا‏ » وذلك اعتماداً على المبرهنة 5. 


مده 


دراسة حالة عدم تعيين من الصيغة « هه - مه + » 


ادرس نهاية المتتالية ,.,,(,؛) المعرفة بالعلاقة «/د- م = ,ا. 


لما كان مه+ = 8 صز[ و + = مہ دنا » وجدنا أنفسنا أمام حالة عدم تعيين من الصيغة 


مول جر 00+ n—¬+‏ 


«مه - مه+». في مثل هذه الحالة نتذكر ما كنا نفعله في حالة التوابع من إخراج الحد المُسيطر خارج 


n 


nato Nn‏ ودج 
0 23 3 


يمكننا أيضاً أن نلاحظ أن 20/7 < « في حالة 4 < ٠‏ إذن ١ل‏ < u,‏ عندما 4 < ٠‏ ولان 
مهل = n‏ صا استتتجنا أنّ lim u, = +o‏ عملاً بالمبرهنة 6. 


مد جر n+ +oo‏ 
وص تطبيق : حالة المتتاليات (,00)/ = رس 

عندما يكون ٤‏ = ,نه سنا » ويكون التابع / مستمراً عند £ (أي (0)/ = (5)/ يسنا) عندئذ 
تفيد المبرهنة 3. بتأكيد أن 0ك رادار ل من جهة أخرىء تتقارب المتتالية رر( ,») 
من 6. (إِذْ حدودها هي حدود المتتالية ,.,(,») ذاتها باستثناء م ). ولكن مهما كان العدد 
الطبيعي 7 فلدينا (,0)/ = ربت أي المتتاليتان مح,((,0)/) و ود( ») متساويتان» 
فتكون نهايتاهما متساويتين أيضاً أي إِنَّ f)4(‏ -/. 
وهكذاء إذا كانت للمتتالية ر( ,ں) نهايةٌ حقيقية ۰£ وإذا كان f‏ مستمراً عند £ كان (6)ث/ = £ مما 
يعني أيضاً أذ £ هو حل للمعادلة f)»(‏ = :ه. 
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ا كيف نتصرف عندما نتعرض لحالة من حالات صيغ عدم التعيين ؟ 
ليس ثمة قواعد عامة. لكننا سنعرض» في الأمثلة والتمرينات» بعضاً من المهارات التي يمكن أن 
تكون مفيدة عندما يتعذر حساب النهاية مباشرة بالاعتماد على قواعد العمليات على النهايات. 
" عندما يكون ,:ه معرقاً بدلالة ٠۸‏ (0)/ = »هء وم تابع مألوف: كثير حدود» كسري....» 
يمكن أن ندرس نهاية f‏ عند مه+» عندئذء 
إذا كان 4 = (ه)/ صتا » كان )€ = u,‏ حصنا 


n—¬++o0 2+ +00 


" يمكن أيضاً في وضع الحد المسيطر خارج قوسين. 


هذ تدر 


Tf At 1 46 ع‎ cos(2n) 
متحت = ں. تحفق أن > به > حت »ء وذلك ایا يكن‎ 
n n n 


1 2 7 2 1 تنتج نهاية لحو( ,“)۰ 


O‏ المتتالية تجو( (un‏ معرفة وفق 


© المنتالية رے,(ں) معرفة بالصيغة «وم» -1 + ۸ = ,ه. تحقّق أن 72 > ينه > ء وذلك يا 


© فيما يأتي احسب نهاية المتتالية ..,(,:) في حال وجودها: 
































55 1 3 6 2 كه‎ .1 
n +1 3n — 5 31-1 
0 2n 37 + 2n + 4 .5 u on + 7 .4 
4 n +1 2(n + 1 n? +n +1 
الم _2 ڪڪ‎ 
0 4 - 3 .9 0-2 1 5 ان‎ 3 1 
2: عت‎ 
u, = كد‎ 12 u, = cos ا ا‎ u, = ل‎ 10 
2n +1 an +1 3n +1 
كم‎ 1 2n + )-1* 
u = 15 u, = n? +n — n — > l4 ا‎ 13 
2 31 
E aL الت كت چ كله‎ I7 u = للم 5- وول‎ 16 








4 و مل Jn+1‏ " 4+2 0 
و ٠.‏ ا 1+ n‏ 


j 21 4 


2 
E 2-55--52 n 
n n +1 n n +5 n 








8 
1 


+ .19 








© تقارب المتتاليات المطردة 


تعريهم 4 


" نقول إِنَّ المتتالية ,.,(,:) محدودة من الأعلى» إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي /1 يحقّق» 
عند كل عدد طبيعي «» المتراجحة 14 > ,,:ه. يسمى 1 عنصراً راجحا على وح,(,:). 

" نقول إن متتالية ,.,.(,4) محدودة من الأدنى» إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي 70 يحقّق» عند 
كل عدد طبيعي «»المتراجحة +7 < ,4. يسمى +7 عنصراً قاصراً عن المتتالية مى,,(,#). 

" نقول إِنَّ متتالية ,..,(,) محدودةء إذا كانت محدودة من الأعلى ومن الأدنى في آن معاً. 


n>0 


جميع الحدود را إلى يمين 77 جميع الحدود ا إلى يسار 11 





" نفي المقولة « ر_,(,») متتالية محدودة من الأعلى» يعني «مهما كبر العدد الحقيقي 4 » أمكن 
إيجاد حدّ ,,» من المتتالية يحقّق 4 < ,,» » 


" إذا كان عنصراً راجحاً على متتالية مد (,:)» كان كل عدد حقيقي أكبر من 1 عنصرا 





* وإذا كان ” عنصراً قاصراً عن متتالية ,.,(,4)» كان كل عدد حقيقي أصغر من ” عنصراً 
قاصراً عنها. 


أثبت أن المتتالية ,.,(,) المعرفة بالعلاقة «له- 0+1 /. = ,ه محدودة من الأعلىء 
ومحدودة من الأدنى. 
لما كان 7 < 1+ « وتابع الجذر التربيعي متزايد استنتجنا أنّ «/ه < 1+ «/. ومن قَمَ 0 < ,» أياً 
كان العدد 2# والعدد 0= ” عنصر قاصر عن المتتالية م_,(,»)» ومن جهة أخرىء لأنّ 


1 < مله + 1 + «/ استنتجنا بعد الضرب بالمرافق أنّ 1 > . 


M1 =1 کد ں» والعدد‎ 
48 n +1 + n 


عنصر راجح على ("n>0‏ 
5-2 








3. دراسةالمّاليات المطردة 


© كل متتالية متزايدة وغير محدودة من الأعلى تنتهي إلى 00+. 
© كل متتالية متناقصة وغير محدودة من الأدنى تنتهي إلى ه-. 


ماو (يتك إلى قراءةثانية) 
© لتكن ورح,(,») متتالية متزايدة وغير محدودة من الأعلى. ولنتأمّل عدداً حقيقياً كيفياً 4 . 
" لمّا كانت ,.ى,(,») غير محدودة من الأعلىء أمكننا إيجاد حدّ ,» من المتتالية يكون أكبر تماماً 
من ۸ : 4 < پرا. 
" ولمّا كانت وى,(,:) متزايدة» فإذا كان 27 < 5 كان u,‏ < »» ومن تم 4 < ». يعني هذا 
أن ,» ينتمي إلى ]+4[ أياً كانت 27 < «. 


هذا صحيح أياً يكن 4 » مما يثبت أنّ 00+ = u,‏ سنا . 


11+06 


© يبرهن الجزء الثاني من المبرهنة بأسلوب ممائل لما سبق. 


7 مبرهنة 8 


© كل متتالية متزايدة ومحدودة من الأعلى متقاربة. 
© كل متتالية متناقصة ومحدودة من الأدنى متقاربة. 
الإثباءهم 


هذه خاصة مهمّة من خواص مجموعة الأعداد الحقيقية › سنقبلها دون إثبات. 


سر 


حا ملاحظات 

* لا تعطي هذه المبرهنة نهاية المتتالية» إنها تثبث فقط وجود نهاية حقيقيّة لها. 

" في حالة متتالية ,..,,(,) متزايدة ومحدودة من الأعلى تكون نهايتها 7 أصغر العناصر الراجحة 
عليهاء أي هي أصغر الأعداد 14 التي تحقق المتراجحة 1 > ,» مهما كانت قيمة 7. 
نسمي هذه النهاية الحد الأعلى للمتتالية. 

" في حالة متتالية ,.,(,») متناقصة ومحدودة من الأدنى تكون نهايتها © أكبر العناصر القاصرة 

عنهاء أي هي أكبر الأعداد +7 التي تحقق المتراجحة «7 < ,» مهما كانت قيمة 7. نسمي 

هذه النهاية الحد الأدنى للمتتالية. 


a 





وهي إذا كانت متتاليةٌ غير محدودة من الأعلى» فهى لا تنتهى بالضرورة إلى 0ل 
3 35 5 


المتتالية ,.,(,,) التي حدها العام م"(1-) + ” = ,سء أو 
2n +1 - 0‏ و Uap = An‏ 
هي غير محدودة من الأعلى» ومع ذلك لا تسعى إلى ه+. 


عو لماذا إذا انتهت متتالية إلى مح + » فهي ليست بالضرورة متزايدة؟ 


لأنّه من السهل بناء متتالية نهايتها +٠١‏ لكنها ليست متزايدة» يكفي أن نجعل قيم ,» في تزايد 
ولكن دون ترتيب. 
المتتالية ,.,(,:) التي حدها العام ”(1-) + 20 = ,سء أو 

1+ "2 جح Uap,‏ و 601 جح Ua,‏ 


هي غير متزايدة» ومع ذلك ۸ < ,»ه إذن ه+ = ,نه صنا. 


وص كيف نستفيد من المبرهنة 8 في دراسة متتالية من النمط (يرله)/ = 1 يرنه؟ 
وجدنا في المبرهنة 8 أنه عندما تكون ,.,(,,) متزايدة ومحدودة من الأعلى» أو تكون متناقصة 
ومحدودة من الأدنى» تكون متقاربة نحو عدد حقيقي. 
لنفترض إذن أن ,<,(,») تحقق شروط المبرهنة 8 ولنرمز إلى نهايتها بالرمز 7. إذا أثبتت 
الدراسة أنَّ العدد الحقيقي 4 غير المعلوم» ينتمي إلى مجالٍ 1ء وكان التابع f)»(‏ + نه : / 
مستمراً عليه» (إذن مستمراً عند 4). أمكننا عندئذ البحث عن العدد / بصفته حلاً للمعادلة 
نه = .f)e(‏ 
لنتأمّل المتتالية ,(,») المعرّفة بشرط البدء 1 = را و ا + 1ل = ربو في حالة 0 < 7. 
يمكن إثبات أنّ رر,(,») متزايدة وأنها محدودة من الأعلى بالعدد 2 بأن نبرهن بالتدريج 
الخاصتين الآتيتين: 

Q(n) : «u, < 2> و‎ P(n) : «u, > «رلة‎ 

وهذه مهمة نتركها تمريناً. 


- 





نستنتج إذن أنّ للمتتالية ,(,") نهاية حقيقية نرمز إليها بالرمز 4. العدد 2 موجبٌ بطبيعة 
الحال» فالتابع / المعرف وفق » +-1/. = (2)/ مستمر عند £> و4 هو حل موجب للمعادلة 
۾ = هار أو 4 + 1ل دن. 

إنَّ حلول هذه المعادلة هي تلك الحلول الموجبة للمعادلة 0 = 1 -ه#-2. نجد بسهولة أن 


5ل -1 5/ +1 








للمعادلة الأخيرة جذرين هما 
5ل +1 _ 
2 


“9 > واذ 0 > ينه و0‎ ٠.9 


استنتجنا أنّ /. 





وض كيف نحصر متتالية من الأعلى أو من الأدنى؟ 

ليست هناك طرائق عامة ولكن هناك بعض القواعد التي يمكن أن نستفيد منها: 
© مجموع أعداد حقيقية موجبة أكبر من أيّ منها. 

المنتالية رر,(,») معرفة وفق 1 +0 + 302 = رں. هنا 372 وم و1 أعداد موجبة 

إذن 307 < u‏ أياً يكن 0> .n‏ 
© إذا كان $£ مجموع ۸ عدداً حقيقياً» وكان 70 أصغر هذه الأعداد و 4 أكبرهاء كان: 
S < RM‏ > رم 
مال )] إذا كان م + n‏ + ثم = ربب كان 30° > .3n < u,‏ 


© إذا كان 0 < 5ه كانت القضيتان «5 > 0» و « < » متکافئتین . 
0 


1 1 1 : 8 
5 صب بح ل حالة 1 < ٠.‏ 
للها لیکن سے ++ ۾“ في n>‏ 








1 


ان ا ا 1 1 ات ا مام 
واضح ان 0 < » <>< م +1 < ۰2+۸ نستنتج أن ES‏ كح دام سمج 


< 
n nm 


n +2 "n 


© إذا كان » و 0 عددين موجبين» كانت القضيتان « 0 > ع»» و« 6 > 4/د» متکافئتین. 
بش ا لیکن 5م + ۷/1 = ہں. لما كان 7( + 1) > 25و + 1 > تن كان م + 1 > ره > م. 


© وعوج أغدلا مرجية قاماً. إذاكان وعدنو وق خا ؤء كان. كيه 2 





bd 
2 2 E 3n? +2n +1 ا‎ 506 
2n > و2025‎ 1 <n المتتالية بدر(,») معرفة وفق كك يي‎ 05 
1 2 
2 011 . 
Un, >> 2n إذن 607 > 1+ 20 + 302 و 30 < 2 + 30 . نستنتج ار > ينه أي‎ 


ع 5 20 ع 3n gf‏ 
(يمكن أن نستنتج ايضا أنْ 2 ررله) ٠‏ 








© في كل من الحالات الآتيةء مَل هندسياً الحدود الأولى من المتتالية ,.,,(,:)؛ ثمَّ خمَّنْ جهة اطردها 
إذا كانت مطردة ونهايتها المحتملة. 
© 2= ىناو 5-8 - درل ٠‏ 
u =1 ©‏ و ا د = يدولا ٠‏ 
uy =1 ©‏ و 2+ nı1 = U,‏ 

© تأمّل المتتالية ,رر( ,») المعرّفة وفق ج - 5 = ,». بين أي الأعداد الآتية راج عليها: 0» 6ء 
9 5 ؟ 

© تأمّل المتتالية ,.,(,) المعرّفة وفق 
الطبيعي 7. 

© فيما يأتي أعط متتاليتين رر,(,) و ود,(,5)ء تختلفان عن ررٍ,(,») وتحققان ,ی > » > 4 أي 


n? +n +1 








.۸ < 2 يكن‎ 
ا‎ e e 0 
n +1 ١ n +1 
n? — An +7 20-83 
يي داكن © حت ل‎ TTT 
7-1 ` (n-1(n +2) 


1 
Uu = O u. = N2 +n © 
n n +2 n 


© فيما يأتي» بيّن إذا كانت المتتالية ,_,(,») محدودةء أو محدودة من الأعلى» أو من الأدنى. 




















u, = 1 3 u, ح‎ 1+ 4 2 u, = Sinn 1 
n +2 n2 ١ 
2 جحت‎ 
Un ٤ 1 6 Un دم‎ 7 5 Tn = a4 
n +1 n? +1 E 
2 
2 
u, = n +n —1 9 u, س حت لا 5 0035-2 ح‎ 7 
` N2n +3 
1 
u, = (1) xn” 2 u, = M + cosn all ح ر‎ +n a10 
n +1 
: المعرّفة بالصيغة‎ (u, لتكن المتتالية حو(‎ © 
1 2 3 n 
U, ال‎ + + 1... 
3 3: 3 0 


03 


© أثبت بالتدريج على العدد «» أنّ ”2 > مهما كان العدد الطبيعي 7. 
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56 متتاليات متنجاورة 


إحدى الطرائق المهمّة لتحديد مقدار مجهول 1 آیذل غلى طول أو مساحة أو حجم أو عدد )۰ تقوم على 
محاولة إساطة 7 يأعذاة معلومة شري يعضدها شن يعض شيا فف 
ننطلق بداية من ,د > 1 > راء ثم في مرحلة أولى» نحصر 7 كما يأتي 
وى > ,8 < ل > أ > o‏ 

هكذا...؛ فنصل في مرحلة 7 إلى الوضع الآتي 

و5 < رق > ...< ررق > بل > رط > ... > ly <l‏ 
ويمكن أن نستمر هكذا عدداً غير منته من المرات. المتتالية ,,(,4) متزايدة» والمتتالية ,ح,,(,5) 
متناقصة»ء والمتتالية م.,(,4 - ,5) تتقارب من الصفر. 





المجالات [ردررة]» [ردرض]ء [ردروة]»... ء[ بء ... متداخلة وتسعى أطوالها إلى الصفر. 
نقول إن المتتاليتن رر,(,) و ر,(,) متجاورتانء إذا وفقط إذا كانت إحداهما متزايدة والأخرى 
متناقصة» وتقاربت المتتالية 06 3-3 ,8( من الصفر. 


n +1 


المتتاليتان (f, n>1‏ ف 1<( ,8( المعرفتان وفق چ 2 و = Sy‏ متجاورتان. 


n 

چ هبرهنة 9 

نتأمّل متتاليتين متجاورتين رر )٤,(‏ و ر( ,5)» عندئذ 

© تكون المتتاليتان ر,(,)) و ر ,(,5) متقاربتين. 

© يكون للمتتاليتين ر_,(,ا) وو<,(,ة) النهاية نفسها. 
الإثباءهم 
لنفترض أن المتتالية ,.,(,/) متزايدة والمتتالية ,.,,(,ة) متناقصة. عندئذ تكون المتتاليتان <,(,/-) 
وود,(,ة) متناقصتين فمجموعهما ,.,(,+ - ,5) متتالية متناقصة أيضاًء ولأنَ هذه الأخيرة تسعى إلى 
الصفر وجب أن نكون جميع حدودها موجبة. وعليه ,4 < ,4 أياً كانت 7. 





5-7 


نستنتج من ذلك أنه مهما يكن 7 يكن 

م5 > ,8 ک برآ > 1 
إذن المتتالية ر,(,) متزايدة ومحدودة من الأعلى (بالعدد ,) فهي متقاربة. نرمز إلى نهايتها بالرمز 
.٤‏ وكذلك المتتالية ,.,(,5) متناقصة ومحدودة من الأدنى (بالعدد ,#) فهي أيضاً متقاربة. لنرمز إلى 
نهايتها بالرمز . يبقى إثبات أنَّ '⁄ = 4 . في الحقيقة لدينا 


lim و)‎ -t )= lim s - lim t ع‎ //- / 
e 8 .) 1+ و‎ 14+ +00 4 


ولما كانت ,.,(,* - ,5) متقاربة من الصفر استنتجنا أنَّ "4 -/. 


دراسة متتاليتين متجاورتين 
نتأمّل المتتاليتين ,<,(,4) و ,<,(,5)» المعرّفتين تدريجياً وفق: 


Sg 


_ bt, +35, _ hy + 28, 
‘nt 4 3 ردو‎ > 3 








© أثبت أنّ المتتالية ,.,(,4 - ,) هندسية. واحسب نهايتها. 

© أثبت أنّ المتتاليتين م<,,(,) و <,,(,5) متجاورتان. 

© أثبت أن المتتالية ,.,(,:) المعرفة وفق ,ء8 + ,34 = ,» ثابتة. 
© ماذا تستنتج فيما يتعلق بالمتتالیتین ,<,(,#) و و<ء(,ة)؟ 


0 لنضع 1 hy E‏ عندئذ 
9s, 4t, + 88,‏ + ,3 _ 





h اک س وک‎ > 
n+1 n+1 n+1 12 12 
1 1 
> (5, 1) - h, 
12 12 “ 


إذن المتتالية (Rh )n>o‏ متتالية هندسية» أساسها TE‏ ۾. ولمًا كان اك ده استنتجنا أنها 


متقاربة وأنّ نهايتها تساوي الصفر. 
واذا أخذنا في الحسبان أن 11 = وا - رو = و۸» استنتجنا أنّ 0 < ,4 - ,وء أياً يكن 7. 
© المتتالية ,(,) متزايدة تماماً لأنَ 


1, ل‎ 8 31 2 
تت‎ n n (5, 


n +1 n 3 3 3 1 اال‎ 

















ولمّا كنا قد أثبتنا في السؤال الأول أنّ 0= (,؛ - ,5) «نا » استنتجنا أنَّ المتتاليتين م<,(,6) 


دجم 
وو<,(,5) متجاورتان وهما متقاربتان من النهاية £ ذاتها. 
© عند كل ,7» 
Sp, + 85,1 (3t, + 85, ) = 0‏ = رلا - بيرلا 
إذن المتتالية .,(,8) ثابتة. ولإيجاد قيمتها الثابتة» نضع 
85g = 3)1( + 8)12( = 9‏ + و3 = ره = u,‏ 


تقود إلى: 
lim u, = 3 lim t, +8 lim s, = 3£ + 8‏ = 99 


+00 n—++oo n—¬++o0 


ومنه 9 = 64., فالمتتاليتان م<,(,#) (,5) متقاربتان من العدد 9. 


n>0 و‎ 


8 تخريماً للفمم 

وھ كيف نحصر ١/2‏ باستعمال متتاليتين متجاورتين؟ 
بالاستفادة من خاصة التزايد التام للتابع 2ے جا على المجال +oo|‏ ,0]» يمكن الحصول» 
بسهولة» على إحاطات متتابعة للعدد 0/2 كما يأتي : 

" البداية : لمّا كان 4 > 2 > 1 استنتجنا أنّ 2 > 2/ > 1 وهذا ما يتيح لنا أن نعرّف 1= ,نه 
و2 ج ‘I‏ 

9 الخطوة الو نأخذ 7 منتصف المجال Yol‏ :70[ ونبحث إلى أي المجالين |707[ أو [m, yo]‏ 
ينتمي العدد 2/ وذلك عن طريق مقارنة 72 بالعدد 2. هنا 1.5 - م و 2< 2.25 = ”ص 
إذن [20,70] € 2ءء نعرّف إذن 1= ,نه = به و1.5 - م = رل. فنكون قد حصرنا 0/2 في 
المجال [,:,,:] الذي طوله يساوي 0.5. 

" الخطوة 72: لنفترض أننا حصرنا 0/2 في المجال [,_,؛,,_,:2]. نأخذ مجدداً ” منتصف المجال 
[_,#ا._بة] ونبحث إلى أي المجالين [2,,_,,77] أو [._,77,0] ينتمي العدد 2/ وذلك عن طريق 
مقارنة ”م بالعدد 2. فإذا كان 2 < ”م عرّفنا [70,_,نه] = [,,ا,,ه]ء واذا كان 2 > ”م عرّفنا 
[m, Y, 1|‏ 00 [ ولا [Zp‏ فنكون قد حصرنا 2 في المجال ]7,9[ الذي طوله يساوي نصف 
طول سابقه ۰1-1-1 أي 


1 1 1 1 


اك زروب وات = ۰۰ = زو وت وا د رن هب و( = Yn Fn‏ 
on 0 0 9n‏ 2 2 92 1 1 9 


5 





" يبيّن الجدول اللآتي نتيجة تنفيذ هذه الخوارزمية: 


1 

















حاص ع[ مه o‏ ضااع 
no‏ ناته ناته 33 5 DB‏ 


التي ينتج منها أن 1.4140625 به ,رن و 1.4145508 بع ,رن وأخيراً أنّ 


8 > 2ل > 1.4140625 


هذ تدر 


. ۰ 1 £ ع2 
ان ده المتتاليتان المعرفتان وفة حك ورنمتبيت انك 
لتكن (f, )n>o‏ ف 0<( ررك) اكه ن وی 4+ n on‏ 1 500 بق اپب نهما 
متجاورتان ثم عيّن نهايتهما المشتركة. 
e e . e‏ 1 ف 1- n‏ 1 أ ان 03 
@ لتکن محل و د 3 المتتاليتان المعرفتان ودی a‏ - 1 ف و +1 د وق أنبت أنهما 


n 
متجاورتان ثم عيّن نهايتهما المشتركة.‎ 























1 1 1 1 
yy 2 و‎ Ty = 35 ل للإ ...تله‎ © 
4n n+1 n+2 2n 
1 1 1 1 1 1 
n+1 n+2 2n n n+1 2-1 
1 1 1 
Yn, 2T, T~, ...ل + + 1 جح ره‎ © 
n 22 32 n2 
1 1 
JY, 52+, لاك = ونه‎ © 
n n 








"" عندما تكون متتالية _,(,») متقاربة نحو عددٍ حقيقي /: يحوي أي مجالٍ مركزه /» مهما صغر 
هذا المجال» جميعَ حدود المتتالية ( ما عدا عدداً منتهياً منها). 

"" عندما تكون متتالية ,.,(,؛) متباعدةً نحو 0ه+»ء يحوي أي مجالٍ من النمط ]6+ ,11[» مهما 
كبر العدد الحقيقي 14» جميع حدود المتتالية ( ما عدا عدداً منتهياً منها). 

"" المتتالية الهندسية ,.,(”0) التي أساسها 0 عد ۾ هي متتالية مرجعية: 
7 متباعدة نحو ه+ عندما 1< و. 
8 متقاربة من الصفر عندما 1> ي > 1د. 

" إن متتالية متزايدة : 
5 تنتهي إلى عدد حقيقي )£ عندما تكون محدودة. 
5 تنتهي إلى 00+ عندما تكون غير محدودة. 


e « 


kk 
منعكسات يجب امتلاكها.‎ fy 
فكّز في أنّ حساب بعض الحدود الأولى من متتالية» قد يفيد في تعرف حالة المتتالية بصورة‎ " 
أفضل.‎ 
بحثاً عن نهاية متتاليةء فكّز في استعمال المتتاليات المرجعية:‎ "" 


11١‏ و حب تر 


1 
" فكّز في إمكانية الاعتماد على تابع مألوف “رء يحقق (0)/ = ,». عندئذ» المتتالية ,<,,(») 
والتابع / لهما النهاية ذاتها عند _- أو عند مه-. 
"ا في حالة (,ه)/ = روء حيث / تاب مألوف: إذا کان ح ہے صتا وء = (مير سناء كان 


- 
n 


© > رب lim‏ . 
مو+دج ىر 


" في حالة متتالية ,,(,") معرّفة تدريجياً وفق (,0)/ = ,,,» وإذا توفرت بعض الشروطء 
وكانت رر,(,») متقاربة» كانت نهايتها حلاً للمعادلة :ه = (م)م. 


" لإثبات أنّ £ = ,نه ونا 


وومدج ىر 
5 استعمل المبرهنة 4. بإحاطة ,.,(,؛) بمتتاليتين لهما النهاية نفسها /. 
5 أثبت أن ,4 > |4 - »| مع 0 = ر4 ا . (المبرهنة 5). 
#oo‏ جم 


4 





" لإثبات أنّ متتالية ,.,(,؛) تنتهي إلى ٠+٥١‏ فكز في استعمال متتالية ,.,(,4) تساوي نهايتها 
مهل وتحقق» بدءاً من دليل ماء ,هك ا. 


جلك أخطاء يجب تجتبها. 


"" لا يمكن إيجاد نهاية متتالية باستخدام مبرهنة النهايات في حالات صيغ عدم تعيين» وهي أربع: 
oO 0‏ 
« 0 - + » و« 0>0 » وا« = »وا« = ». 
oO 0‏ 
ا 


في حالة متتالية ,.,(,") معرّفة تدريجياً وفق (,0)/ = ٠»,‏ تزايد (أو تناقص) / لا يقتضي 
بالضرورة تزايد ( أو تناقص ) رٍ,(,»). (خلافاً لحالة (۸)/ = ,ں). 

" إِنّ متتالية متقاربة ليست بالضرورة مطردة. 

" إِنَّ متتالية متباعدة إلى 00+ ليست بالضرورة متزايدة. 

"" عندما تكون متتالية متزايدةٌ محدودةً من الأعلى بعددٍ 11 تكون متقاربة. ولكن نهايتها £ ليست 
بالضرورة مساوية للعدد 1/4 » بل 14 > 7. 








ا 4 
© المبداً 
في الشكل المجاور» © هو الخط البياني لتابع / في معلم 


متجانس. نوضع العدد الحقيقي «نه على محور الفواصلء ثم 
النقطة ر4 ذات الفاصلة :على الخط البياني ©» نرمز إلى 


ترتيب مك بالرمز ,»ا فيكون (وسں) = را. 

نوضع 411 على محور الفواصل با لاستفادة من المستقيم A‏ 
والمستقيم الذي معادلته u‏ = ن. 

نرمز إلى ترتيب النقطة ,4 من الخط ٠١‏ التي فاصلتها ,ں» بالرمز يه فيكون (س)/ = وا. نوضع 
وه على محور الفواصل بالاستفادة من المستقيم ۸ كما في السابق. ونتابع بهذا لتعيين القيم المتوالية 





للمتتالية حبر( (n‏ المعرّفة بالعلاقة التدريجية (,2ه)/, = 1ن ,ا. 
© تمرين 


في كل من الحالات الآنية» مذ الحدود الأولى للمتتالية ,.,(,) المشار إليهاء ثمَّ خمّنْ جهة تغيرها 
ونهايتها المحتملة. 











u 1ح له جح‎ uo =1 © y1 = 2U, =1, وله‎ =1 0 
1 
mm , ك ا © 1ح وله‎ u -1 uy =0 © 
u, +2 
1 
1 = u, u =1 © Uy حت حت‎ + Uy, Ug =1 © 
n 
تطبيق‎ © 


نتأمّل المتتالية ر ر,(,») المعرّفة تدريجياً بالشرطين 2 = ر» ولط ٠»,‏ استعمل الطريقة 


السابقة لتجيب عن الأسئلة الأتية : 
© أتكون المتتالية مطزوة ؟ أتكون محدودة من الأدنى ؟ أتكون متقاربة ؟ 
© برهن صحة النتائج التي توصلت إليها إن أمكن. 


4 





"ياد 2 حجم مجسم قطع مكافى دوراني 


في الشكل نجد الخط البياني للتابع 2 س ب : م/» الذي يسمى قطعاً مكافتاً معادلته 4 = ر» وهو 
متناظر بالنسبة إلى محور التراتيب كما تعلم. نهتم بالجزء © الموافق لقيم ‏ من المجال [2,2-]. 
عندما يدور © في الفراغ دورة كاملة حول محور التراتيب» نحصل على مجمسّم نسميه مجسم القطع 
المكافئ الدوراني. 



































نهدف إلى حساب ۷ حجم هذا المجسّم» في مثل هذه الحالات وفي غياب أية طرائق أخرى نسعى إلى 
حصر المقدار المجهولء وهو هنا 17 بمقادير معلومة ويمكننا حسابهاء وفي الوقث نفسه تحصر المقدار 
المجهول بالدقة التي نريد. لنوضّح المقصود: نحن نعرف كيف نحسب حجم أسطوانة» لنرجع الأمر إلى 
حساب مجموع حجوم أسطوانات. 

ليكن ” عدداً طبيعياً أكبر تماماً من 2. ولنفترض أننا حاولنا 
طلغ المحم وا ارت ارتفاع کن متها ک (بالظيع 
ستبقى بعض الفراغات )» وأننا استطعنا وضع المجمنّم داخل 7 
آنا ارتقاع كل منها ضا كبا فى الشكل المجارر.. 
لنرمز بالرمز ,7 إلى مجموع حجوم الأسطوانات الخارجيةء 
وبالرمز ,,» إلى مجموع حجوم الأسطوانات الداخلية. 

© برهن أن 





_ 16 


© برهن أنّ المتتاليتين ر_,(,١)‏ و ,-,,(,0) متقاربتان» واستنتج قيمة ۷ أي حجم المجسم المطلوب. 


3 )1+2+...+)04-1(( و‎ Vv = 21+ +... + (n -1 +) 






































9 ات 3 
E f‏ 
@ المتتالية <( ,ا) معرّفة وفق لے بله. (1 n! = n)n -1( × ۰0× 2X‏ عندما 1< .)¬n‏ 


© احسب الحدود الستة الأولى منها. 


.1 58 5 
© تيقن اَن - > ں > 0 ثم استنتج نهاية رہ(ں). 


u‏ المتتالية ..,,(,:) معرفة وفق دك = ا 


O‏ أعط قيماً تقريبية لحدودها الأولى من ,» حتى رر». 


© أثبت ان جميع حدودهاء بدءاً من الحد 131 “° تحقق ”2 ‘Un 2Z‏ استنتج نهاية (n>1‏ 


0 0 7 i 
‘Uu, = ml معرده ودی‎ (n n>1 المتتالية‎ © 


© احسب حدودها الستة الأولى. 
© ه. أثبت أنّ (3 - 2()۸ - م)(1 ۸)۸ < !م أياً يكن 4 .n>‏ 


6 أوجد نهاية كل من المتتاليات 3018 ف نحو( ,و( ف حبرل (W,‏ و (n>1‏ المعرّفة وفق: 


n” +1 7, YJ, - 1 


تڪ n‏ 5 = 
= را ,"= ,1 = ,س ,ګ حت رع , = 


n +1 n wy, - 1 
المعرّفة وفق:‎ (f, n>1 3 (W, (<1 ف 1<"( ف‎ (Z2 )n>1 أوجد هاية کل من المتتاليات‎ vu 


e y, = x, ın, sg ع عي‎ In 


n n 2 n Wy, 
أوجد نهاية كل من المتتاليات ر,(,*) د رد (,۷) د رد,(,٠) المعزفة وفق:‎ 


_ 3n -4 _ 25, _ 3 
1, = n +1 7 n U, = Tn < n 


U, SNH ل‎ n معرفة بالصيغة‎ (n )n>o المتتالية‎ 07 


© أثبت أن 1 > u,‏ > 0» أياً يكن .n‏ 








35 
ل 
لم 





© ه. أثبت أنه إذا كان 104 < »ع كان 10-2 > ,له > 0. 
. أثبت أنه إذا كان 105 < ۾ كان 10-4 > ,مه > 0. 
©. كيف نختار 7 كي نحصل على 105 > ,ں؟ 

© ما نهاية رم(,w)؟‏ 


١0 











1 1 5 : 
Yn معرفتان وفق: / ير فا‎ (Yn )n>1 و‎ (7n n>1 المتتاليتان‎ 
n n2 ك‎ 1 = 6 


© أثبت أنّ العدد 1 راجح على ,د,(,2). 
© أثبت أنَّ و > ,ه٠‏ أياً يكن 1 < «». 


© أي النتيجتين السابقتين أكثر إثارة للاهتمام؟ 
506 لس 3+ 5 ل 2n‏ 
© المتتاليتان n>1‏ ,7( و (Yn n>1‏ معرفتان وفق: ے 


© أثبت أن ,و > ,ت أياً يكن #1 


‘Y, = و59‎ Ty, 


© أثبت أن 07 < ,ت٠‏ أياً يكن ا 


n>4 المتتالية‎ 


,») معرفة وفق = ». أثبت أنَّها محدودة من الأعلى بالعدد - 


لنتعا الوك يها 
ا( عدا قرض الناقندفها 


ليكن + و5 عددين يحققان 0 < 5 < ٠‏ ولتكن م..,(,) متتالية معرفة وفق 1 = ا 
ا a” 3 n‏ 


n - 5n + 6 





ادرس تقارب هذه المتثالية. 
9# نحو الحلّ 
4 في عبارة ٠»,‏ نجدُ فقط حدوداً من النمط "ي» وإذ لدينا معرفة بنهاية المتتالية ,.,(”0)» نفكر 
بالاستفادة من مبرهنات العمليات على النهايات. ولكنَ © و5 غير معروفين» فعلينا أن نتوقع 
التعرض لصيغة عدم تعيين. 
1. تحقق من التعرض لصيغة عدم تعيين في كل من الحالتين الآتيتين: 
a>1 ©‏ و 1<م © a>1‏ و 1< 0. 
2. في حالة 1= ه و1 > ٠0‏ لماذا تفيد مبرهنات النهايات في تعيين نهاية -,,(,») ؟ 
© قد تفيد دراسة حالة خاصة في تعرف الحالة العامة. لنختر» مثلآء في حالة 3 - » و2 - (غ 


لدينا جد = ,». وعندما تكون قيم ” كبيرة» تكون قيم “3 و"2 غاية في الكبر. لمقارنة 


مرتبتي كبرهما عندما تسعى 7 إلى 60+ . ندرس نهاية المتتالية حول ,0ه حيث تك 


"3 
1. لماذا لدينا 0 = ,» صا ؟ 


n—¬++oo 


ع عق 1 : نهابة 
2. تحقق أن u.‏ = ربلا ٠‏ إذن ما نهاية محل (n‏ 


١0842 





® نستشف من المثال السابق أهمية المتتالية ,.,(,”) المعرفة وفق 8 = ,نه ودورها في الوصول 
5 0 : 


إلى النتيجة المرجوة. 
1. أوجد نهاية ,ى,(,) تبعاً لقيم © و5. 


-- = ,» واستفد من حصيلة الأسئلة السابقة للوصول إلى الهدف المنشود. 
Un‏ 





2. تحقق أنّ 


© دساسة مالي من الط Un+1 7 f(un)‏ 


نرمز إلى المربع ,4,5800010 الذي طول ضلعه 10 
بالرمز ,ك» وإلى المربع ,4,8,0,2 الذي تقع رؤوسه 
على أضلاع ,5 ( كما يشير الشكل المرافق ) بالرمز 
,ك حيث 1= 44 . بالطريقة التي رسمنا فيها ,ك 
انطلاقاً من ,كى» نرسم رى انطلاقاً من ک ونقبل 
إمكانية الاستمرار بهذا الرسم عدداً غير منته من 
المرات. نرمز إلى طول ضلع المربع ,ى بالرمز ٠7,‏ 
نهدف إلى دراسة المتتالية م.,(,,)) وتعيين نهايتها. 

92 نحو الحلّ 

4 لنتفخّص كيف يجري الإنشاء: يُرسم كل مربع انطلاقاً من سابقه. فالمتتالية ,.,(,0) هي إذن 
متتالية تدريجية. 





A A4 1 Bo 0 A411 ل ا‎ 
1 8 4 
n+1 
المرحلة الأولى‎ IN 


1. عل صحة المتراجحة ,1 > ,,,/ > 1 أياً كان العدد الطبيعي 7؟ 
2. لماذا يمكن استنتاج أنَّ المتتالية ر_,(,0) متقاربة؟ 


ف أقت أن 17 عدي )ند الوك ىوا 


# يبقى تحديد العدد £» نهاية المتتالية ,.,(,6). إحدى الطرق العامة لذلك هي الاستعانة بالتابع / 
المعرف بالعلاقة (,4)ثر = ,,,./. 
1. عيِّنْ التابع / المستعان به. 
أفبت أن 2 حل العا 3= عه إل كس 


n+1 


ù 


3. استنتج من ذلك قيمة النهاية £. 


2 ا ايدان وليه بلقا م 


© جموع علد غي رمنثى من ادود 


1 1 5 . 
لیکن لت = ,نه في حالة عدد طبيعي غير معدوم 7. وليكن 
n(n +1)‏ 


u = 3‏ + ...ل وله + وله + S5, = u,‏ 
اعم 
ادرس المتتالية رر,(,5). 
92 نحو الحلّ 
4 يبدو من غير الممكن الاستفادة من تطبيقات مباشرة لمبرهنات مألوفة. ولكن معرفة قيم بضعة 


حدود أولى من متتالية قد تتيح تصورَ خواص لها من قبيل: جهة الاطرادء العناصر الراجحة عليها 
أو القاصرة عنهاء أو إيجاد علاقة بين حدها ذي الدليل + والدليل ذاته «» أو بين هذا الحد والحد 





الذي يليه. احسب ,5 و50 و و5 و52 بصيغة كسور مختزلة. 

# ثظهر النتائج أن دليل ,3» أي «» يظهر في عبارة ,5. وتحديداً يبدو أن 
1. تحقق أك ستحصل على النتيجة ذاتها عند 5 = 7 وعند 6 = 7. 

-ك و3 بالبرهان بارع 


02 
` 2+1 








0 0 


ب ثمة حل آخرء بت يتمثل في تعيين عددين 0 و 0 ب يحقّقان سك + > = ه. جد هذين العددين تم 





استنتج عبارة ,5 . 
ححا علاحظة: عند دراسة متتالية ,.,(,:)ء من المهم» في أكثر الحالات» تعرّف الحدود الأولى 
منهاء ومعرفة ما إن كانت هذه الحدود تتيح رؤية علاقة بين ,1ا و11١٠‏ 





5 EET 


لیکن ۾ و 5 عددين يُحفقان 6 > ه > 0. ولنتأمّل المتتاليتين (n>0‏ و 0050 المعرفتين .وفق 
۾ = 2 و ۵ = رل وعند كل عدد طبيعي n‏ 


2T, 
7, لب‎ In 


نهدف إلى دراسة المتتاليتين مى,(يه) و مد,(ن) في آن معاً. 
95 نحو الحلّ 
# لنتفحص الفرْضٌ كي نرى إِنْ كانت ثمة نتائج مباشرة تفيد في الحل. يمكن ملاحظة أنَّ مقام , ,نه 
يساوي بسط ,, رل فنستنتج أنَّ: 
ab‏ = رلا »ا 3g‏ 7 يبورلا T+ X‏ )*( 


ونلاحظ أيضاً ُن ,7 و رل موجبان. 








In+1 9 3 1+1 2 


3 تسق من المساواة 4 
2. أثبتء بالتدريج» صحة الخاصة «0 < ,ه و0 < ,«»: (5)0 ء أيَآً يكن العدد الطبيعي 7. 
0 لتحقيق فهم أفضل» قد يكون مفيداً تعرّف بضع حدود أولى من المتتالية. ولمّا كان © و0 غير 
معلوميق + كتائل مذ الحالة الخاضية 1 2ه ىو 235 5 
1. احسب حدوداً أولى من كل من 0<م(م) ف ود ,ةا ٠‏ 
2. وضع هذه الحدود على محور الأعداد الحقيقية» ماذا تلاحظ ؟ 
® ربما علينا إذن إثبات أنَّ المتتاليتين مر,(,») و ,<,(,؛) متجاورتان. ولتحقيق ذلك علينا بداية 
دراسة اطراد هاتين المتتاليتين. علينا إذن دراسة إشارة كل من ,نه - رت و ,1 - يبول 
1. أثبت أنّ: 


1, -Y (YY, =2, ) 
= ب 43 ف‎ n n 17 
٠ ندملا‎ - Yn 0 ونه ح جو2 و‎ = 
32 In 


2. لاحظ أنّ إشارتي ,نه ورن + ,نه معلومتان» فإشارتا ,نه - رت ووں- ن تتعلقان 
بإشارة ‘Yn - Fn‏ يُتوقع استناداً إلى 0 أنْ يكون 2 In‏ موجباً. احسب n1‏ 7 اجرلا 


واستنتج اَن ہو2 - رول موجب. 
3 | اذ اطراد كل من المتتاليتين (n>0‏ ,7( و (n„><0‏ ,۰)9 





5 





5 


© يبقى علينا إثبات أن 0 = (,ه - ,») صا . ولذلك سنسعى إلى تعريف متتالية ,.,(,4) تحقق 
ون جب 00 


عند كل عدد طبيعى n‏ المتراجحة 1 > <Y, = Ty,‏ 0» وبحيث يكون 0= ,ا "1ا . يبدو 
3 مملج ىر 
إنجاز ذلك صعبا انطلاقاً من العبارة التي أثبتناها سابقا فلنرسم مخططأ يساعدنا: 


In+1 5 اجر‎ 





n+1 


1. أثبت إذن أن )و7 (Y,‏ ك 32 1 - 1+ررلة 31 p1‏ 


ن اذ 2 و م | 1 هان بالتدرج» ُن 2 1 1 2 ‘vy Tn,‏ 
لب » ملح لیر "9 
1 أثد 7 ن | تتاليتي ا اربان | الذ 4 ية / ذاتها . 


4. استفذ من العلاقة (*) لإثبات أن اه = ”£ ثم اه = 6. 
و أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 


ف علاحظة: إذا حققت ثلاثة أعداد ه وه و6 العلاقة 7 + © = قلنا إن TEY‏ 
A‏ 


0 
التوافقي للعددين » و م8٠‏ و إذا حقّقت العلاقة 8هل = + قلنا إِنَّ » هو المتوسط الهندسي للعددين 
1 0 1001 2 
ه و6. بهذا يكون ,,,2 المتوسط التوافقي للعددين ,نه وون لان =+ = ويكون £ 


2 +1 n n 








المتوسط الهندسى للعددين ۾ و 0 لأ اه -6. 


ا إلى الأمام @ 


© ادرس تقارب كل من المتتاليتين: 


5 2 ا 6 1- 10 _ 
0-1 1+ "10 


المتتالية (n>0‏ معرفة وفق: = ونه وعند كل «nı1 = U — 2u, + 2 7 € N‏ 


© أثبتء مستعملاً البرهان بالتدريج؛ أن 2 > ,» > 1 أيَآً يكن ۸ © 7. 
® أت أن (1ح- يهازه ديه ) = يس ريه أي يكن N‏ € م 


(u, )‏ متناقصة. 








١ رلا‎ 


0. استنتج أن المتتالية 


n>0 











1 1 1 1 Gi د‎ a OMe 
ا ا ا‎ 1 ١ المتتالية 0غ معرفة عند كل 1< « وفق‎ 9 
! ! ! n! 


TE 
n! 7 21-1 


© استنتج أنَّ العدد 3 راجحٌ على المتتالية ,<,,(,). 
© أثبت أن ود,(ية) متقاربة. 





© نتأمّل متتالية ررر( ,ں) تحقّق الشرط التي: يوجد عدد حقيقي 0 < 4 يحقق عند كل م العلاقة 
2 
)£ ¬ مهاج > 4ح يبي > 0. 
u, € | -10,2 +10 |‏ عند كل N‏ < 0. 


© المتتالية (n n>0‏ معرفة وفق n +1 0 n‏ = ا 
£ £ ت 1 50 f‏ 8 5 
و ےک اشح ,وى زب مقار نحو الصف 
Jn +1 + n‏ 


© المتتالية (n>1‏ معرفة عند کل n>1‏ وفق: 


2 


1 1 1 
ا ی ک ت ت 
Nn‏ + 1ح n‏ 83 ول 2ل +1 


ا( ما العباررت الصحيحة وما العبارات غير الصحيحة فيما يأتي؟ تحقّق من إجابتك في كل حالة. 


© إذا كانت م,(,») متتالية متقاربة من عدد حقيقي ‏ وكانت ,.,(,”) متتالية ليس لها نهاية 
حقيقية» عندئذ ليس للمتتالية رر,(,» + ,») نهاية حقيقية. 

© إذا كانت ر,(,») متتالية متقاربة من عدد حقيقي / وكانت ر,(,ه) متتالية ليس لها نهاية 
حقيقية» عندئذ ليس للمتتالية ,.,(,0,) نهاية حقيقية. 


© إذا كان £4 = ١,‏ ,نه صنا و += بره دنا » كان 0 = ينه صتا ٠‏ 
n¬++oo n—++t+oo n—¬+ +00 1‏ 


© إذا كان لمتتالية عنصرٌ قاصر عنهاء كان لها عنصرٌ راجح عليها. 








چ 
! 


د ء E a‏ 1 1 
المتتالية (n>1‏ معرفة عند كل 1 < 7 وفق ال نر 


O‏ أثبت ن المتتالية تحبر( (U,‏ متزايدة. 
© . أُثبت» مستعملاً البرهان بالتدریج أن ل - 2 > پں أَيَأُ يكن 1 < م. 
n‏ 


(. ماذا يمكنك أنْ تستنتج بالنسبة إلى المتتالية رر,(,»). 
1 
م عي ا كد ان 
کے 
2n—1 2n +1‏ 
© ليكن» في حالة عدد طبيعي u,‏ ل لد uy + U‏ = ر5. عبّز عن ,5 بدلالة 7 واستنتج 
نهاية المتتالية و,,(,5) ٠.‏ 


أ(وع لنضع في حالة عدد طبيعي موجب تماما مء ط + ...+ ط + +1 - په. 
© أثبت أنَّ المتتالية رر,(,») متزايدة. 


© أوجد عددين حقيقيّين © و5 يحققان عند كل عدد طبيعي 7 


1 عد de‏ 1 
© اكتب Un‏ 7 ررولة واستنتج ان 2 ‘Un Un‏ 


© أثبت+ مقعملا البرهان بالتدريج؛ أن ر < بوه أي يكن العدد الطبيعي: « غير المعدوم: 





@ هل للمتتالية 1>( نهاية حقيقية؟ 
© المتتالية رر,(,») معرفة عند كل عدد طبيعي 1 < 7 وفق: 
n n n‏ 














n 


n +1 n +2 n +3 n? +n 
n>1 ؛ أيَاَ يكن‎ 








© أثبت ت أنّ < <u,‏ 


> n 


n? +n n? +1 
.ما نهايتها؟‎ (n n>1 ستنتج تقارب المتتالية‎ 1 © 


ال زب تعرفة بعند كل حدد کی 6821 وی 
ا ا ا 


يق ىن #8 ا 1> .n‏ 
n +n n +1‏ 
١ ©‏ ستنتج تقارب المتتالية ("n>1‏ ما نهايتها؟ 


© أثبت أنّ 


© بِيّن أن المتتاليتين ,_,(,#) و ,<,(,/؛) الآتيتين متجاورتان 


1 1 
as Nn و‎ a, = +4 ...+ 2-1 


a 


























عدب 
Un +1‏ 


‘n+ = 


@ المتتالية م_,(,») معرفة وفق 3 = م» وعند كل عدد طبيعي 7: 


© أثبت أنَّ 0 < رت أيأ يكن . 





© المتتالية ,.,(,) معرفة عند كل عدد طبيعي « وفق سى = ,4. أثبت أن المتتالية 


n +2‏ 
محم( ) متتالية هندسية واحسب نهايتها. 
© استنتج أن المتتالية م,(,») متقاربة واحسب نهايتها. 
© المتتالية 0> (Jn‏ معرفه وفق 2 = o‏ وعند كل عدد طبيعي n‏ 0-00 ديرلا ° 


© أثبت أنّ 0 < سء أياً يكن 7. 
© المتتالية معرّفة بصيغة من النمط (,0)/ = ,,,»» عيّن التابع f‏ المعف على ]مه+ ,10. 
». ادرس تغيرات التابع / وارسم خطه البياني ,© ومقارباته» وارسم على الشكل نفسه المستقيم 
4 الذي معادلته » = ر بعد أن تحسب إحداثيتا نقطة تقاطع 4 مع ,06. 
. بيّن أنّ ما سبق يفيد في إثبات أنّ / متزايد على المجال ]6ه+,2/] وأنّ : > (2)/ على 
هذا المجال. 
© استفد من الرسم لثنشئ الحدود الأولى من المتتالية المدروسة. أتجدها مطردة؟ ما جهة 
اطرادها؟ هي محدودة ؟ م برهن صحة توقعاتك عن طريق الاستفادة من ©5. لتبرهن 
بالتدريج أن : ,.»ه > u,‏ > ۷/2 مهما كان العدد ۸. 
© استنتج أنَّ المتتالية ر,(,») متقاربة واحسب نهايتها. 


1 a. 2A e 
٠ n+1 = 5 + 2u, n وعند كل عدد طبيعي‎ uy = 5 معرفة وفقى‎ (Jn >0 المتتالية‎ 


© أحسب ږا و ولا و ولا و يلا و ولا . 
© نرمز بالرمز / إلى التابع المعرف على 1 وفق :2+ م = (2)ګ. 
4. ادرس تغيرات ۶ ونظّمْ جدولاً بها. 
. أثبت أنه إذا انتمى ‏ إلى المجال [0,3]» انتمى (2)/ إلى المجال [0,3]. 
© استنتج من السؤال السابق أنَّ: 
. العدد 3 عنصرٌ راجح على المتتالية ,ح,(,,؛) ٠‏ 
0. المتتالية مح,(,8) متزايدة. 
© استنتج أنّ المتتالية م_,(,») متقاربة واحسب نهايتها مع ملاحظة أن (,»)ثر = ربرن. 





5 طايه ع4 
© المنتانية 0<( ,۷) معرفة وفق 1 م و ,34 + 4/. = ,ره عند كل عدد طبيعي 7. نجد 


في الشكل أدناهء الخط البياني © للتابع f‏ المعرف على المجال |0ه+,4-] وفق 
3 + 4 = ()/ . والمستقيم 4 الذي المعادلة ۾ = ن. 
































© ما إحداثيتا نقطة تقاطع الخط ١‏ والمستقيم 0؟ 
© نفترض في هذا السؤال أنّ 6 = ونه. 
6. أثبت أن المتتالية ر,(,») محدودة من الأدنى. 

. ادرس اطراد المتتالية ر,(,»). 

. استنتج أنَّ المتتالية .,(,,") متقاربة وأوجد نهايتها. 
© ه. أثبت أن هذه النتيجة صحيحة أياً يكن 4 < .:. 


فك هذه الق کے کا عدا 4 > ,> -؟ 




















1 الاح اللوغامبتمي النيري 

© وغاميتم جداء ضرب 

© دمراسةالتاع اللوغاميتمي 11] 

© اشتقاق تام ركب من الط 11011] 
تا ابات مهمة نعلق بالتابع اللوغا يشمي 





€ القرن ا ا عام 
دراسة حركة الكواكب التى أدت إلى حسابات صعبة طويلة 


و 5-5 
ومرهعه. 





جود نابيير 1550-1617 


وفي الوقت ذاته كانت حسابات أصحاب البنوك تزداد صعوبة وتعقيداً 
ee‏ غيل عسات الفوائد في فى إطار اقتصاد بتوسع ويزدهر مع ال“كتشافات 
الجديدة. وعليه» لم يكن مُفاجتاً أن يبحث الرياضياتيون عن طرائق لتبسيط 
ا 


الفكرة كانت بسيطة: ستبدال عمليات جع بعمليات ضربء ولكنّ تحقيق 
ذإك ل يكن باذعو السو السهل. إنه إِنّهُ الاسكتلندي جون نابيير John Napier‏ الذي 
مء E‏ ؛ عام 4ء خوارزمية تفيد في استبدال عملية جمع الأعداد بعملية 
ضرب الأعدادء وذلك عن طريق تقديم جدول عددي يُفيد في إجراء هذا التحويل» 
استفاد نايير من فكرة کن ا ف عصره تقيد بو جود تقابل بان قالات 
المساية ,الراك الد 

دصر نابي كن طاح الع ا 
م يعرف التابع اللوغاريقي الذي أصبح فيا بعد ذا أهمية علمية وعملية كيرتين. ولكن 
من هنا انطلقت الفكرة. 


: 
5-5 





التابع اللوعا رسمي 


a 


تلاط 1 تحويل جداء إلى مجموع 
© مقدمة تاريخية 

في أواخر القرن السادس عشرء طرح التطور الملفت للتجارة» والملاحة» وعلم الفلك» مسائل في 
الحساب العددي شغلت جانباً مهما من اهتمام الرياضياتيين» فبحثوا عن طرائق لتسهيل حساب جداء 
ضرب أعداد كبيرة. من المعلوم أنّ عملية الجمع أسهل من عملية الضرب» 
فكيف لهم أن ينطلقوا من جمع ليحصلوا على جداء ضرب؟ كاله 
وهكذا نُظمت جداول لتحويل ااا إلى مجاميعء فلو أردنا حساب 6< » 
آلت العملية إلى حساب مجموع عددين "وه و5. هذه الأعداد تسمى 
لوغاريتمات. 





کے الكل المتجاود ت ج کے ٠‏ من تك لار اة n n‏ 
: 1 | 0.00000 
الكت الذي ا غارهه +١‏ لون 7 0.4771243 
ولكن كيف نصنع هذه الجداول» أي كيف نحسب ي انطلاقاً من العدد م؟ 4 | 0.60206 
5 | 0.69897 
© التعبير عما سبق بلغة التوابع 6+-0.77815 











المسألة المطروحة ثناقش كما يأتي: أيوجد تابع f‏ معرف واشتقاقي على المجال ]ه٥+,0[‏ يحقّق 
(9)/ + ()/ = (7. م)/ أيأ يكن » وو من ]مه ,0[؟ 
® نفترض وجود تابع يحقق تلك الصفات. 
#. ما المساواة التي نحصل عليها في حالة 1= ي = ؟ استنتج أنَّ 0 = (1)/. 
(. نفترض أنَّ © = ل مقدار ثابتث» ونعرف التابع و على ٥6]‏ +,0[ وفق (:مم)ثر = (2)و۔ لما 
كان (5)/ +(0)/ = (مه)/ = ()وء أمكننا حساب (:)'و بطريقتين. استنتج أن 
()”/ = (مه)كره . وذلك أياً يكن 0 < 2. 


7 
». باختيار مناسب للعدد » استنتج أنَّ ب HD‏ = (0)”/ حيث عزفنا f')1(‏ = /. 
0 


0 





2 











الخلاصة : إذا ؤجد تابع معرف واشتقاقي على ]05+ ,0[ يحقق (0)/ + ()/ = ٠7(‏ )2 أياً يكن » 
ولا من أهه-+,10[» عندئذ يكون 0 = (1)/ ويكون تابعه المشتق - برجج. 
432 
6 راگن إذا کان اا عزفا راقتفافيا على توس رکان ٠‏ = :0ه زا فيك 
3 
يحقّق هذا التابع الخاصّة (0)ر + (2)”ر = (و٠»)/‏ أياً يكن 0 < ± و0 < ن؟ 
». ليكن 5 عدداً موجباً كيفياً. أثبت أنَّ التابع ()/ - (0)/ ب 4 :۸ اشتقاقي على المجال 
]+ ,0[ وأنَّ 0 = ()"8 أياً يكن . 
0. استنتج أنّ التابع 7 ثابت» وبيّن أن قيمته الثابتة تساوي (0)/» باختيار مناسب للعدد . ماذا 
30 تنتح؟ 
القلاصبة + إذا فيد كام ر اناي کے ]قد ,زه بت حك ارات ومشقه © جوج حت ۾ 
1 0 
ثابت» فإنّ هذا التابع يحول جداء ضرب أعداد إلى مجموع أعداد. 


وهكذا نكون قد أثبتنا النتيجة الآتية : 


ليكن / تابعاً معرّفاً واشتقاقياً على المجال ]هه+ ,0[ = 8 . إِنَ الشرط اللازم والكافي لكي يحقق 
()/ + (م)/ = (رم)م أياً يكن » و» من ۸ء 
هو أن يكون 0 = (1)/ وأن يوجد عدد حقيقيٌ ۸ يحقق 


0 f k 
.18, ایا يكن نه من‎ e 
نقيية‎ © 
يوجد على الأكثر تابعٌ واحدّ و معرّف واشتقاقي على المجال 1 . ويحقق الشرطين:‎ 
.9( =1 2 
وأياً يكن » ون من 1» فلدينا (ن)و + (نم)و = (وت)و.‎ £ 


ع 555 * 1 
وعندئذ يعطى مشتق 9 على 8 بالصيعة - > رم)او: 


ف E‏ بطق ورسو رو كلا القرطيق. NE JEN SE‏ + ب نفسه على 
+1 ومن ثَمّ كان مشتق ,و - ,و معدوماً على المجال » فالفرق ثابتٌ على هذا المجال ويساوي 
الصفر عند الواحد. هو إذنء أي الفرق رو - روء معدوم على »أي رو = ,و. 


a 





© التابع اللوغاريتمي النيبري 
1 العرف 
#7 مبرهنة وتعريهم 1 
يوجد تاب واحذ معرّف واشتقاقي على المجال :1» ينعدم عند 1= » ومشتقه على ١12‏ هو 
التابع ل ا «. يسمى هذا التابع تابع اللوغاريتم النيبري أو الطبيعي ونرمز إليه بالرمز طط 
432 
وبوجه عام يكتفى بتسميته التابع اللوغاريتمي إذا لم يكن هناك أي التباس. 
سحا ملاحظة: قديماً كانت قيم هذا التابع مُجَدْوَلَة في جداول تسمى الجداول اللوغاريتميةء أمّا في 
يومنا هذا فنجده مُبرمجاً في آلاتنا الحاسبة وحواسيبناء ونحصل على قيمه بلمسة زر © » مثلاً 


In2 x 0.693, 13 x 1.098 


21 نائج مباشرة 


© مجموعة تعريف التابع 1١‏ هي المجال ]مه+,0[ = 15 و 0 = (1)ہ1. 
"" التابع 15 اشتقاقي على 1 و 1 = (م)نصاء. 
1 5 
" التابع 1[ مستمر على ”8 لأته اشتقاقي على هذا المجال. 


© الاخ ها شؤاية هاما عى ف الف اد أن ونح هه نة 0و 
1 


ينتج من ذلك الجدول الآتي الذي يعبر عن النتائج السابقة: 
1 0| م 

In'z 3 1 1 

7-7 0 7+ 7 

















© من التزايد التام للتابع 1[ ومن 0 = (12)1» نستنتج الخلاصة الآتية: 
Inz - 0 4z =1‏ 
|0,1| € هاج 0 < Inz‏ 
إمه+ ,1[ € Inz > 0 4 z‏ 
9 هذا أوّل لقاء لنا مع الرمز +> وهو رمز التكافؤ بين خاصتين : أي إنّ صحة أي منهما 


تقتضي صحة الأخرى. فمثلاً ينعدم ()ها إذا كان 1 = 2 وفقط إذا كان 1= :ه. 


2 














في حالة 2 < #ء المتراجحة 0 < (2 - )ما تكافئ 1 < 2 - ي» أي 3 < 4ء أو ] مه+ ,8[© . 
أما المتراجحة 0 > (2 - )ه1 تكافئ 1 > 2 - ± > 0» أي 3 > ± > 2» أو]2,3[€ 2. 


: وعموماء أياً يكن العددان الموجبان تماماً © و5 يكن‎ © 
a = ( + In(a) = In(b) 
a <b جه‎ In(a) < In) 
a >b جه‎ 1n(a) > In) 


لمقارنة عددين موجبين تماماًء يمكننا المقارنة بين لوغاريتميهما. فاللوغاريتم يحافظ على المساواة 


uk kiki 3‏ 55550000 
لى © لماذا علينا الحذر عند التعامل مع لوغاريتم عبارة متحوا 3 


لأنّ الأعداد الموجبة تماماً فقط لوغاريتماتها معرّفة. 


"!ا الكتابة (1- ).1 ليس لها معنى إلا في حالة 0 < 1- ”ىء أي 1- > نه أو1 < 4. 








" والكتابة | دا ليس لها معنئ إلا في حالة 0 < سگ أي ]0,1[ . 


7 

"" والكتابة |22 + 2| 1n‏ لین لها معني إلا في حالة 0 عد 24 + ”ي » أي (1804-2,0 © به 
قر كيف نتخيّل النتائج المباشرة, ونتذكرها ؟ 

يبيّن الشكل أدناه الخط البياني © للتابع اللوغاريتمي» ويوضّح مجمل هذه الخواص: 





مثلاً 0 > ندصا عندما ]0,1[ © ندء و 0 >< م[ عندما ]همه + ,1[ € 


5-7 





7 كيف نحل معادلةً (:)ث/ ص[ = (:د)و صا أو متراجحة (:ه)/ ص[ > (نه)و م[ ؟ 


هنا و و ۸ تابعان للمتحوّل . استناداً إلى خواص التابع اللوغاريتمي 
"!ا المعادلة (:)ثم ما[ = (2)و ما تكافئ الشروط 
hz) < 0‏ و g(z)>0‏ و g(z)= h(z)‏ 
" والمتراجحة (:ه)7 ۸[ > (9)2 1 ثكافئ الشروط 
0 < (نعام و 0< (ت)و و (نماط > gz)‏ 
الطريقة : لحل المعادلة ()5 سا = (م)و 1١‏ أو المتراجحة (8)/ صا > (ت)و صا. 
1. نبدأ بتعيين ٨,‏ مجموعة قيم ‏ التي تحقق 0 < (»)و. 
2. ثُمّ نعيّن بالمثل ,5 مجموعة قيم ‏ التي تحقق 0 < ()7. 
3. فتكون مجموعة تعريف المعادلة أو المتراجحة هي ,2,07 = . أي مجموعة الأعداد 
الحقيقية » التي تحقق في آن معاً 0 < ()ة و 0 < ()و. 
4. نحل في مجموعة الأعداد الحقيقية المعادلة ()م = ()و أو المتراجحة (ه)/ > ()وء ولا 
نحتفظ من هذه الحلول إلا بتلك التي تنتمي إلى المجموعة 8 . 


2 ج 
م 2 3ه 


عل لماذا تعطي الطريقة الآتية النتائج نفسهاء وهيء من نَم أبسط عند التطبيق: 

1. نبدأ بتعيين ,8 مجموعة قيم ‏ التي تحقق 0 < (9)4. (التابع الصغير في المتراجحة. ) 

2. نحل في مجموعة الأعداد الحقيقية المعادلة ()8 = ()و أو المتراجحة (ه)/ > ()وء ولا 
نحتفظ من هذه الحلول إلا بتلك التي تنتمي إلى المجموعة ,7. فنحصل على مجموعة 
الحلول المطلوبة. 


حل معادلات ومتراجحات لوغاريتمية 


© حل المعادلة (4 - ”)ما = (4 - 3z)ہ!ا.‏ 
© حل المتراجحة (3-)صا > 4 - تبه)صا. 


© هنا لدينا حالة مساواة» نختار إذن 4 - :3 = ()و وهو موجب على المجموعة ]00+ ,4[ = ,8 . 
المعادلة 4 - ”ى = 4 - 3 ثكافئ 0 = (3 - م)نه ولها حلان ,£ ¢ 0 = ,ده ورلا € 3 = يندء إذن 
لهذه المساواة حل وحيد هو 3 = ره . 


2 





© هذه متراجحةء لذلك نأخذ 4 - 2ه = (#)و وهو موجب على المجموعة 
+oo|‏ ,2 [نا] 2- رمه -| = E,‏ . 
أمّا المتراجحة 3 > 4 - ”ى فتكافئ 0 > (1- :)(4 + ) أي [4,1 -] ع #ء فمجموعة الحلول 


المتراجحة المعطاة. 
هذ تدر 


© في الحالات الآتية عيّن قيم » التي تجعل المقدار المعطى معرفاً: 





n1 — ( © In”) 0‏ © (2-3اضا 
1 1 
© ( + 1)ماح © 2 © In(z” + 4r)‏ 
Inz 3‏ 
In(z” — 3 + 2) ©‏ 0 11- اها - |1 + Inja‏ فم 
0 





© / هو التابع المعرف على المجال ”۴ = 7 وفق نهم[ + 2 = (5)/ . بيّن أن م اشتقاقي على 
1ء واحسب ("/» واكتب معادلة للمماس للخط البياني للتابع / في النقطة التي فاصلتها 1. 
9 “رين اتام التحرق ى الل د فق و = 
43 


© أثبت أنَّ / اشتقاقي على 1 واحسب تابعه المشتق ()"/ . 
© نظّم جدولاً يبيّن جهة اطراد '. 


© حل المعادلات الآتية: 


In(-3z») = In(z” — 4 © In2z) = In(z” -1( © 

In(z — 2) = In(z” — 2) © In(z — 2) = In2 © 
حل المتراجحات الآتية:‎ © 

In(2z) > In(z” -1) © In(z - 2( > In2z -1) © 

Ina > In(g” - 22( © 1+ >Inz © 








© لوغاريتم جداء ضرب 


3 خامة ا 


چ مبرهنة 2 
أياً يكن 0 < ۾ و 0 < 0 يكن 

In(a-0) = Ina + Inb 
الإثباءهم‎ 
نثّت 4 ونعرف التابع ۽ على 1 وفق‎ 

(x) f(») = Inlaz) - Ina - دما‎ 

التابع / اشتقاقي على ,»و 

1 


sas = 
az ند‎ 


f‏ تابع معدوم على eR‏ إذن ‏ ثابت عليها. ولان 0 = 111 - 1na‏ - ہا = (1) استنتجنا أنّ 
0 = )7 على .R‏ وبناءة على 0 هذا يكافئ 0 = دصا - na‏ - (1n)aء‏ وتنتج الخاصة 
ال بكار و( 
32 تائ الخاصة الاساسية 
© لوغاريتم كسر ولوغاريتم مقلوب 

يا يكن 0 < 0 و0 < 5 يكن 


aR aoe‏ يات تك د اجا 
7 7 
الإثباءته: لما كان ده کان فسا + كما = «Ina‏ ومثه قصا- مسا = In‏ وفي الحالة 


الخاصة 1= ه يكون 157- = 125 - 121[ = 107 


© لوغاريتم جداء ضرب عدة أعداد 
أياً يكن 0 < به و 0 < ,ره و “۰۰ و0 < ,ره يكن 
Ina, + Ina, +٠٠١ + Ina,‏ = (ره ٠٠٠٠١‏ وه In(a, ١‏ 


الإثباته: هذه تبرهن بالتدريج على العدد م. 


© لوغاريتم قوة بأس طبيعي 
أياً يكن 0 < م و »n > N*‏ يكن 
Ina" = nina‏ 
الإثبات: يكفي أن نضع ى = ره = ... = ره = ره في الخاصة السابقة. 
® لوغاريتم الجذر التربيعي لعدد 
أياً يكن 0 < ۾ یکن 
مساح = Ina‏ 
الإنباءه: في الحقيقة لدينا 21.0 = 1202[ في حالة 0 < 0 يكفي أن نضع 4/. = 0. 
و لماذا لا تصح المساواة :212 = (22)م[ على R؟‏ 
لأنّ الخاصة الأساسية صحيحة فقط على مجموعة الأعداد الموجبة تماماً. فلحساب (10)2:2: نضع 
|:| × |2| = نو »ان = ”۰ فيكون: 
In(z”) = اه)|#٠١ |#[( = lalz| + In|z| = 21n|z|‏ 
" في حالة 0 < » يكون ه = |داء فيكون م21 = (7)ہ1. 
"" في حالة 0 > #ء يكون ه- = إبدلء فيكون (ه-)م21 = (تنت)صا. 
لنتأمل التابعين (1- ”)صا + نه : f‏ و(1- )صا + (1 + »)د1 م ي : و ولنلاحظ ما يأتي. إِنّ 
مجموعة تعريف / هي ®١]-11[‏ -,2. ومجموعة تعريف كل من (1+ z)ط[ا‏ جا به 
و(1- »)دا جا هي |إمه+,1-]| = ,2 وإمه+ ,1[ = ,(1» إذن مجموعة تعريف و هي 
تقاطع هاتين المجموعتين أي +٥]‏ ,1[ = ,01 ,2 = ,2 . نستنتج أن التابعين f‏ وو غير 
متساويين لاختلاف مجموعتي تعريفهما. ولكن مهما كانت »± من ]+11[ - ,2,012 كان 
کا 


(:9)2 
حل معادلات ومتراجحات 


© جد رک مجموعة حلول المعادلة (2) الآتية In( - ( - na‏ = 3 - 22 /دصا. 





© جد ,ك مجموعة حلول المتراجحة (7) الآتية (ه - 6)ه21 < (بدة - تبت)صا. 


2 








© مجموعة تعريف المعادلة (7) هي مجموعة قيم ‏ التي تحقّق في آن معاً المتراجحات 0 < 3- 2 
و0<-6 و 0< فهي إذن ]3,6[ - 7. وعلى المجموعة 2 تُكتب المعادلة (7) بالشكل 


ner - 3) = In(6 - 2) - n2 


In (2z - 3) = 2In(6 =z) - أو نهمل‎ 
In(2z — 3) + صا‎ = In(6 — (* وهذا يُكافئ‎ 
2:2)ص[ا‎ - 32) = 1n(6 - (7 وأخيراً‎ 


نحل في 1 المعادلة 2( - 6) = 3 - 22 التي تعطي بعد الإصلاح 0= 36- :9+ ”ى أو 
0 = (3 - »)(12 + ). ولهذه المعادلة حلآن 2 € 12- = »± و2 € 3 = ره. فمجموعة حلول 
المعادلة (8) هي 3 = وک. 

© مجموعة تعريف المتراجحة (1) هي مجموعة قيم ت التي تحقق في آنٍ معاً المتراجحات 0 < 4 - 6 
و0 < 3± - 2ه فهي إذن ]0]0[3,6,مه-[ = '( . وعلى المجموعة '(» تكتب المتراجحة (7) بالشكل 

In(z? - 3z) > *(ه - 6)صا‎ 

نحل في 18 المتراجحة 2( - 6) < (3 - 2) فنجدها بعد الإصلاح ثكافئ 4 < :ه. فمجموعة حلول 
المتراجحة (7) هي ما ينتمي من حلول المتراجحة 4 < * إلى المجموعة '2 . أي إِنَّ ]4,6] = ر5ى. 


9 لاحظ أنّ المتراجحة ( - 212)6 < (3 - 1)١7‏ تكون محقّقة إذا وفقط إذا تحقّق الشرطان 
6 > 2 و ”(2 - 6) < 3± - a”‏ )*( 
لأته في هذه الحالة يكون الشرط 0 < 3 - ”» محققاً بطبيعة الحال ولا داعي للتوثق منه. والشرطان 


في (*) يُكافئان 6 > » و4 < ب أي ]4,6] = رى. 


© بسّط كتابة الأعداد الآتية: 
0 57 © وت © حم 
3 16 2 
@ اكتب كلا من الأعداد الآتية بدلالة 1,2 و 5 صا: 


© 1250 عن © م = © 12250 c=‏ 


2 





In(2 + /3) + 1n(2 - / 3) = 0 أثبت أن‎ © 


© في كل من الحالتين الآتيتين» قارن بين العددين » و ن دون استعمال آلة حاسبة. 


z = In5, y = 122 - 38 0‏ 
© 2 -ح y‏ ,23 د هع 
8 فیا بات سن کا كل من وون 
a = ln567 - 2 e 0‏ 
27 8 


© 27/دصا- 1n15‏ - 75/حصا+ 216 / b = In‏ 
© أثبت صحة كل من المساواتين الآتيتين مهما يكن 0 < 4. 
0 | + 1وا + مسا = ( + 
32 


© +1 |صاخ مهاه - (ثم+ 0 
12 


© في كلٍ من الحالتين الآتيتين» جد مجموعة قيم ‏ التي تُحقّق المساواة. 





In(z -1( 0‏ + مما = Ina” - z)‏ 
2-1 
In = In(z ~1) - In(z + 2 ©‏ 
2+ ماما- (د- مهم =| 
© في كل حالة مما يأتي» جد مجموعة قيم العدد الطبيعي 7 التي تحقق المتراجحة المعطاة: 
5 11 21 507 
© 100>- 25 © ?10< |3| © |02<23 © «< |—+1 
3 5 100 











مساعدة : يمكن استعمال الآلة الحاسبة عند الضرورة. 
© حل كل متراجحة أو معادلة فيما يأتي: 


In(z + 4) + In(22) 0‏ = 210 © )82 + 22)م]ا = بد م[ 2 

In(z +11) = ماما‎ + 3)(z + 2) © In(z +11) = )صا‎ +3) + In(z +2) © 
I(2) =ln(-z)—InNz +1 © In4+1In2 = In(z - 6) +In(z +1) © 
In@z” — xz) < Inz + 2 © In3 < In - (نه‎ + In(z -1) © 
3ln xz > In(3z ح‎ 2) © In(6z + 4) > In(3z — -ج‎ 2) © 


في كل حالة آتية» ارسم في معلم متجانس [0:7,7) مجموعة النقاط (3/):,7 المحققة للشرط 
المشار إليه. 
Iny = 2lnz © Inz = In(y +1) ©‏ © 0ح روصا + صا 








© دراسة التابع اللوغاريتمي دا 
1.3 نهادة التابع اللوغا رسّمي عند اللانهاءة وعند الصمر 


© مبرهنة 2 


lim نوما‎ = +00 © 
34+00 


© محم = lim lnz‏ 
جع 
الإثباءهم 
© هدفنا هو إثبات أنه مهما كَبْر العدد الموجب /1» فيوجد عدد 4 يجعل /1 < : م[ بمجرد انتماء 
إلى المجال ]0+ ,4]. 





سا لتطرق هذا المت تخر هدذا ا مرجيا شا يحتف حك < ب« ولا کان SÛ‏ 
n‏ 
استنتجنا أن 34 < ”1227 = 122. فإذا عرّفنا ”2 = 4 استنتجنا من تزايد التابع اللوغاريتمي أنّ 
4 < 2 يقتضي Inz > In2" > M‏ 
وهذا يبرهن © استناداً إلى التعريف. 
© نعتمد فكرة ذكية تنص على نقل النهاية عند الصفر إلى نهاية عند +٠‏ وذلك بإجراء تغيير 


للمتحوّل فنضع كو ودب إذن e‏ فيكون u)z( = +٥‏ صتا و (ے)uہا-‏ = zہا.‏ 
u 42‏ 


0,1<0 بر 
ولكن استناداً إلى © لدينا مه+ = نما صنا » إذن 
00+ جد نل 
مه- = زمه +)- = lim Inu‏ — = به صا lim‏ 


00+ جنل جيبو 





3 لمعادلة 777 = :1112 ([ 77 حقيقى ) » العدد النيرى © 


رأينا أن التابع 1١‏ متزايد تماماً واشتقاقي على 12» وأثبتنا إضافة إلى ذلك أنَّ 


.limlnz = ~00 و‎ lim lnz = +0 


مومدج و جيه 


تتيح هذه المعلومات تطوير جدول تغيرات 1١‏ الذي رأيناه سابقاً ليصبح كما يأتي: 





واستناداً إلى المبرهنتين 7 و8 من الوحدة الثانيةء نستنتج أن صورة 1 وفق التابع 2 0[ جربو هي 
9 كاملة. وأثه أياً کان يا كان العدد 7 من +٥0]‏ ,مه -[ء كان للمعادلة " = مآ[ حل» وحل وحيد» 


9 إذن يُعرف التابع اللوغاريتمي تقابلاً من ]0ه+,0[ إلى ]0ه +,مه-[. 


#7 اصطلاج وترميز 
في حالة عدد حقيقي 7 نرمز إلى الحل الحقيقي الوحيد للمعادلة +7 = د[ بالرمز ”6. هذا 
يعني أنّ +7 = (”1:)6 أياً يكن العدد الحقيقي «:7. تُعرّف الحالة الخاصة الموافقة للعدد 1 = 7 
العدد النيبري "ء الذي نرمز إليه تبسيطاً ». وهو إذن الحل الحقيقي الوحيد للمعادلة 1 = 4 د!1. 
يمكن حساب العدد ‏ إلى أية دقة نريد وهو يساوي تقريباً 2.7182818284590. 
ونظراً إلى أنّ 1 هو الحل الوحيد للمعادلة 0 = »ها1 استنتجنا أيضاً أن 1 = ع. 


ؤي ج 
١ : 0‏ 


هل يؤدي الترميز السابق إلى التباس؟ في الحقيقة» عندما يكون +7 عدداً طبيعياً موجباً تماماًء فإنَ 
الرمز ”6 يشير من جهة أولى إلى الحل الوحيد * للمعادلة "= 12» ويمكن» من جهة 
ثانية, أن يشير إلى العدد =e xex..<xe‏ *1. 


m 


ولكن لا ضير في ذلك لأنّ **ى = * (لماذا؟) 








و كيف نستعمل المساواة 777 = (”'111)6 في حل المعادلات والمتراجحات؟ 


لنبحث عن الأعداد الحقيقية » من المجال ]0,14ه-[ التي تحقق المعادلة 2- = (2 -12)1. 
في الحقيقة» أن يكون ‏ حلا للمعادلة المعطاة يُكافئ أن يكون 2# -1 - » حلا للمعادلة 
.Inu = 2‏ ولهذه المعادلة الأخيرة حل وحيد هو 2م دنم إذن 2ع = 1-2۳ ومنه 


_ 1-2 
2 


لنبحث عن الأعداد الحقيقية » من المجال +٥٥]‏ ,0[ التي تحقق المتراجحة 
(Inz +2)(Ilnz - 3( > 0‏ 
بإجراء تغيير للمتحوّل 12 = 2 تصبح المتراجحة 0 > ([21)2-3 + 2) وحلولها كما نعلم هي قيم 2 
التي تحقق 3 > 2 > 2-. وبالعودة إلى ثكافئ هذه المتراجحة ما يأتي 
(ع)صا = 3 > سما > 2- = (2 ع)م[ 


ولأنَّ التابع 15 متزايد تماماًء نستنتج أن 5م > : > ء. فمجموعة حلول المتراجحة هي [5ج,2-م]. 





كه ما هي النقاط والمماسات الملفتة من الخط البياني للتابع :2[؟ 


* في الشكل المرسوم أعلاهء © هو الخط البياني للتابع <اء 4 و 8 النقطتان من هذا الخط 
اللتان فاصلتاهما بالترتيب 1 وء. ولأنَ 0 = ()سا و 1= (ع)صاء فإِنَّ (4)1,0 و (8),1. 
" محور التراتيب مقارب للخط 6. 


فيك الاس للك الات © فى فطة مت فاصلتها +3 ساي دا ور يفيك 


aN eo TO Ig. امعو‎ 
30 0 


o‏ 1حد ضرح رن هي معادلة للمماس في 
النقطة (4)1,0 للخط البياني 6. 
ودل هي معادلة للمماس في 


النقطة (5),1 للخط البياني ٥ء‏ 





وهذا المماس يمر بمبدأ الإحداثيات. 


2 





دراسة تابع لحل متراجحة 


أثبت أنّ »2 > »ما أياً يكن 0 < . 


9 لعل إحدى أهم الطرائق لإثبات أن »2 > ما أياً يكن 0 < :هء هي دراسة اطراد التابع / 
المعرف على المجال ]مه+ ,0[ = 7 وفق #صا- :ل2 = (م)م . 
التابع / اشتقاقي على 7» ويعطى تابعه المشتق على 7 بالعلاقة 


2-1 و1 1 
ع هلمم 2 2 231 ار 


ينعدم هذا المشتق عند 1= 4 واشارته تمائل إشارة 1- »» وهذا ما يفيدنا في وضع جدول الاطراد 
الآتي للتابع f‏ 








بالاستعانة بجدول الاطراد نستنتج أنّ 0 < 2 < ()/, أياً يكن 0 < بء أي إِنّ 0 < :دما - »ل2 أو 
Ina < Nz‏ 


© انطلاقاً من الخط البياني للتابع ما ب » ارسم الخط البياني لكل من التوابع الآتية : 
(تح)س]ا جرعء و [nz‏ جرت و -]n)-z(‏ جا ez‏ وتوص[ + 1 جدجع. 

© أثبت أنّ (1- »)2 > »اء أياً يكن 0 < :. واستنتج أنَّ 4 > ء > 2 باختيار قيم مناسبة للعدد 
. 

© في كل من الحالتين الآتيتين» قارن بين العددين :2 و ل دون استعمال آلة حاسبة. 


11 1 
0 زعله )ساد Ine -2,y‏ = م © | = |= 


€ 6 
© حل كل متراجحة أو معادلة مما يأتي : 
nz -2)—-In(z +1) =2 © In(l-2z) = -2 ©‏ 
(Inz -1)(lnz +2) = 0 © (lnz)” = 16 ©‏ 


hs © In2—-z)>1 © 
2 




















مشتق التابع المركب ناهدا 


7 مبرهنة 3 


إذا كان س تابعاً اشتقاقياً على المجال 7 وموجباً تماماً على 7ء كان التابع [(نه)») صا ج به 


2 / 
اشتقاقياً على 7 وكان اكاك ب ۾ هو تابعه المشتق على 1. 
UT‏ 
الإثباءهم 


هذه نتيجة مباشرة من مبرهنة اشتقاق التابع المركب التي درسناها في الوحدة الثالثة» التابع » مما = / 
اشتقاقي على 7» وأياً يكن من 7 يكن : 


رون علدت اران In'(u(z‏ = (به)' 
- (م × =( × ((م)س) لما = زمار 





9 وإذا كان تابعاً اشتقاقياً على المجال 7 وسالباً تماماً على 7» كان »- اشتقاقياً وموجباً 


تماماً على ۰1 ومن ثمّ كان التابع (():»- ) دا = ()/ اشتقاقياً على 7 وكان: 


ان _ ان ب 





@ مبرهنة 4 


0 و © م (zInz) = 0 © lim‏ سنا 
TL‏ جيه TL‏ مملدجو جيبو 
الإثباءهم 
© في الحقيقةء التابع 12 اشتقاقي عند 1» فإذا عرّفنا في حالة » من 1,+01١10(‏ -[ نسبة التغير 
نه + 1)سا _ nl +z) In)‏ = 
2 12 
فإننا نعرف نظراً إلى اشتقاقيّة التابع اللوغاريتمي مآ عند 1 أنّ 1- ١‏ = ()'سا = ()4 1ا وهذه 


هي النتيجة المطلوبة في ©. 








© أثبتنا في مثال سابق أنّه في حالة 0 < ى لدينا »ل2 > #ما. ولمّا كان 0 < م[ في حالة 
1< » استنتجنا أنه في حالة 1  <‏ لدينا 


0 > دما‎ < Nz 
وبقسمة طرفي هذه المتراجحة على المقدار الموجب © نستنتج أن‎ 
Inz 2 
>1 خت > 0 أياً يكن‎ > 
#07 e 
ن و کے ميكل اک کا إلى مرد ا ا وی وا ,ومن :هد‎ 
0 مملدجوع‎ 1L TaFO NTL 


ا فدرى ير العل .= < فاط ا في حال ج ا 
7 











ل = وام 
رک وض وو ھا و و وا اسا إلى درک حيائة تنم مركب 
1U 24+0,>0‏ o0++صu‏ 
م |" - عط lim‏ كز lim (sag‏ 
07" ودج دن 2+0 
4# نان 
©- تمن ©1- کون ©1- لون هممب- ث im‏ 
(ه + 2)1[ محه 1— 2 1جنه :2 0[ اح 47 In‏ ممدجبم 
استعمال المبرهنة 3 في حساب النهايات 
احسب كلاً من نهايات التوابع الآتية عند © : 
a e a= 0 0‏ 
HA‏ 
a= + ©‏ [+1| مه :و 
1 
a= + ©‏ ((2 + #)ها- )1+ h : x + (ln(2z‏ 


© التابع # معرّفٌ على 1 = 2 . ونعلم أنّ نعلم أنَّ اط lim‏ و —o0‏ = بد صا ستل 
TL‏ 0,2<0 جع 0¬ 


= 1+ 1 


وعندئذ نرى أنّ البسط يسعى إلى الواحد لأنّ 0 - = lim (Ina)‏ والمقام يسعى إلى الصفر بقيم موجبةء 


إذن ہ+ = (ي)/ صنا. 


مجحبو 


0 





© نجري تغيير المتحوّل + = (2)» = » فنلاحظ أنّه في حالة 0 < 2 لدينا 


(له + 
7 


ولكن 0 = (ه)نة صا و ر إذن و ا imا‏ . 


00++2—4 11 0ج ننه 11 0+ 00+ +24 


ہا = (م)1. ولما کان 
z+ 2‏ 


2 1 + 1 = )و 





© في حالة 0 < ± کل من 2+ ± و 1 موجب تماماء إذن | 


وت ا والقائخ اللرفاريسن فهو ك و اتا دات رة ف + 


T+ 2‏ 1+4+0 00+ +2 
هذ تدرب 


© جد كلا من النهايات الآتية: 





lim ههلا‎ lim ((z - s)lnz ) © lim nz و‎ 
u++o In 2: ديو‎ z+too م‎ 
م[ ح برع‎ 27 Inz 
f)2( = اه =(z2)ګ له‎ 


42 
03 #2صطآ- هه - a4 f(z)‏ 1+4 |سطمده - )10 
42 











1 27 م[ ه 
كه e =6 /)»( = Inz‏ = (»)/ 
=i 8 = - 7‏ 
nz‏ 
9 ا مد = مار 10 a aa‏ 
4— 3 2 
لاه 1 5 = (»)/ 2 صا - )1+ +In(z‏ هه = f(z»)‏ 
nz‏ 


© يكن :78 الخط اغات الام لشن كلق الفجال. إا درق تكلب وبيوتك روا 
: 1 
8 ف الق 0 الى ماك 1 جود و مقرب للقط 6؟ 
© ادرس الوضع النسبي للخطين 4 و6. 





© في کل مما يأتي» أثبت ثبت أن التابع / اشتقاقي على المجال 7 ثم احسب 'ر. 
f(z) = In(z -2)-1n(z + 2) ©‏ ,مه ,2| 7 © ا I =|1,+oo|, f(2) = n‏ 
z +1‏ 
Iln1 +2”) © 1 =]0,+ol, f(a) = - |1 + 1 ©‏ = زمار حدر 
1 2 








9 اکر يب نہ 


"" أساسيات التابع اللوغاريتمي: 
5 :طا باه غير معرّف إلا في حالة 0 < . 
5 0= 1ص1[. 
5 1< و0 < 1,2 متراجحتان متكافئتان» كذلك 1 > به و0 > :دصا. 
E‏ مه- = نم صا سنا و وما د ها هنا + 


5 موز به متزايد تماماً على المجال .|0,+٥]‏ 


التابع م[ + ى يحول الجداء إلى مجموع : 126[ + © ہا = (12)08. 





"" التابع م[ جب ى يحقق الخاصة : مدآ„ = ("0)صا. 
"" أياً يكن العدد الحقيقي 7 فللمعادلة +7 = نهم[ حل وحيد هو ”ع = :. 


8 كفن طرف المحان ]ونإ ان ** lim‏ و 0= .lim(zlna)‏ 


z¬++o 2 


2 


2 , 
4 منعكسات يجب امتلاكها. 
"" قبل البحث عن لوغاريتم عددء عليك التأكد من أنّ العدد موجب تماماً. 


| عقال) المقدار (( - 1()2- )سا غير موجود إلا إذا كان ]1,2[ © . 
"" للمقارنة بين عددين موجبين تماماء فكّر في مقارنة لوغاريتميهما. 


"" لحل متراجحة مجهولها أس قوةء استعمل اللوغاريتم لإسقاط الأس. 











| مكل لتعيين الأعداد الطبيعية ‏ التي تحقّق 10-3 > ج ككل المتراحفة 107وا م أ 
nin| -| < - 0‏ 








وهنا نتنبّه أن 1 > < > 0 إذن 0< كما فالمتراجحة السابقة تكافئ 


-0 


2 
حك 


n> x 17.0866 





n 


فالأعداد الطبيعية 7 التي تحقق 107 > 


هي التي تحقق 18 < 7. 











9 لحساب نهاية تابع من النمط ماح ”نس جرع عند 060+ › نضع a"‏ خارج قوسين. 
| منال ) لحساب نهاية التابع 3 - تن جام f:‏ عند مه ل » نكتب 
اعا ع | = مار - اط مرق | نه = ر. 

2ُ 32 


4 


إذن 





ولا كان +٥‏ = 2د دنا استنتجنا أنّ مم+ = ()/ر مننا . 


4+4+0 مملجدع 





۸ 


ا أخطاء يجب تجتبها. 


"" لا تعتقد أنّ لطرفي المساواة 127 + +12 = (12)05 مجموعة التعريف ذاتها. لأنّ (12)00 معرف 
لمجرد كون » و 0 من إشارة واحدة» بينما 0م[ + هما غير معرف إلا إذا كان 0 <وهمو0< 6. 

مجموعة تعريف (1 4 )12+ (2)25-1[ جا هي أمه+,1[» أمّا مجموعة تعريف 
(1- ”)صا ج 4 فهي .12١]-1,1[‏ 

"" لا تباشر بأخذ لوغاريتم عدد قبل التيقن من كونه موجباً تماماً. 





ءِ 
اطق 

نشاط 1 تتمات عن التابع اللوغاريتمي 2[ 

فيما يأتي © هو الخط البياني للتابع 1١‏ في معلم متجانس [0,7,7). 

0© وضع الخط 0 بالدسبة إلى مماساته 

4 نقطة من الخط © فاصلتها 0 < 4» و 7 هو المماس للخط © في النقطة ۸ . 

0و أنبت أن 6م 2-1 = بن معادلة للمماس 1 


. تحقق أنَّ المماس ,7 للخط 6 في النقطة (8),1 يمر بالنقطة 0 مبدأ المعلم (0,7,7). 





© ليكن و التابع المعرف على المجال ۸ وفق #صا- م ما+ 1- ود (هاو. 


0 
*. أثبت أنّ و اشتقاقي على 8 وادرس إشارة ()"و. 
١‏ استنتج جدولاً باطراد و ومن ثم إشارة و. 





© تطبيق 

© استنتج من الفقرة السابقة أنه مهما كان 0< 4و0 z:<‏ كان كك + Ina‏ < وها )1( 
0 

© استنتج من (1) آنه مهما كان 0 < ۾ كان +>مما- 1 جمس © 


0 


© ». يبدو الخط © على المجال [10,11] وكأنه قطعة مستقيمة أفقيةء لماذا؟ 
«. ما فاصلتا النقطتين 7 و 7 من الخط 6 اللتين ترتيباهما على التوالي 10 و 15؟ أمن الممكن 
وضع هاتين النقطتين على الخط 6؟ لماذا؟ 


9 تئر المعلومات السابقة أن التابع ما «يسعى ببطء إلى مهل ». 





نشاط 2 تابع اللوغاريتم العشري log‏ 
0 التابع اللوغاريتمي بالنسية لأساس 0 


© تعريقه 
في حالة عدد حقيقي 0 عدداً حقيقياً ينتمي إلى المجموعة +٥]‏ ,1[ لا ]0,1[ = (41]مه+ ,0[. 
نعف على المجال ]0+,0[ = 8 تابعاً وفق العلاقة ل ب نرمز إلى هذا التابع بالرمز 

110 


: 5 ا ٤‏ 5 2 1 
1085 ونسميه التابع اللوغاريتمي بالاساس 0 ٠.‏ فيكون ٠. 108, )2:( = i‏ 


لاحظ أنه فى حالة ع = ۾ يكون »,ا1 2 = (ته)يعه1. إذن تابع اللوغاريتم النيبري ما هو 
1 6 11 


التابع اللوغاريتمي الذي أساسه العدد النيبري 6. 


التابع اللوغاريتمي العشري» هو التابع اللوغاريتمي بالأساس 10ء فهو التابع المعرف على المجال 


Inz 
In(10) 
ع1 بدلاً من ه1 وذلك تبسيطاً للكتابة.‎ 


]0ه +,0[ = 8 وفق = (اورعه! = (م)عماء ولقد جرت العادة أن نرمز إليه بالرمز 


© احسب (108)1 و (108)10» ثم (108)100 و (108)1000 و (108)10000. 


00 1 
نضح روم 





= 4 . أثبت أنَّ 1 > ۾ > 0. 
In‏ 


© باستعمال المساواة :712 = 2 108» تحقق من أنَّ التابع 108 يتمتع بجميع خواص التابع 12. 
© ارسم في معلم متجانس واحد الخطين البيانيين للتابعين ع10 و 12. 
© بعض استعمالات اللوغاريتم الكشري 
في الكيمياء: تقاس درجة حموضة محلول بال 81م الذي يساوي [108]8507- = 11م حيث [ 8140[ 
هو تركز شوارد ["1,0] في المحلول مُقاسة بواحدة المول بالليتر. 
في علم الزلازل: يشير المقدار 70 إلى شدة قاعدية مرجعية» وعندها نقول إن درجة زلزال شدته 7 تساوي 
4 إذا كان (108)7/10 = 37 . فما درجة الزلزال الذي وقع في لوس أنجلس عام 1971 إذا 
علمت أنّ 50.0110970 = 1. 
في علم الصوتيات: تُعطى الشدة 7 مقاسة بالدسيبل لصوت استطاعته 2 بالصيغة (10106)2/7 
حيث تُمثّل ,2 حدّ الصوت المسموع» الذي لا يُسمع أي صوت استطاعته أدنى منه. 


4 





0د د حصر المقدار (ه + In(1‏ 
0 متراجحة تضم (:ه + 1)ہ1 
© ادرس على 8 التابع :ه - 1 + دم[ جب ى : » واستنتج في حالة 0 < » صحة المتراجحة 
nz > 2-1‏ )1( 
© +. بالاستفادة من (1) برهن أنّه في حالة 1- < 4 لدينا + > 2 + 1)ضا. 
. 1 1 03 . 5 1 
7 وكذلك باختيار س = ے٠‏ آثبت أنه فى حالة 1- < + لدينا 2 + 1)م1 > ل., 
و 1+t J‏ هي ) ( © E‏ 
نستنتج إذن صحة المتراجحة: 

















في حالة 1- < + لدينا + > 78 +0ه1> كد 2) 
. 1# 
© إحاطة المقدار (12)2[ 
لیکن م عدداً بد طبيعياً موجباً تماماً. ولنضع س 
0 
6 لت اطا من لوا أا ايز سيمت 
p +1 0 0‏ 
© نعرّف المتتالية ب..(,:) بالعلاقة ل ...م د ين. 
2n EE‏ 0-52 1+„ " 
0 أثبت مسنفيداً من )2( ُن + ينه ك ۵2ا > وله 
n‏ 
. استنتج أنّ ,_,(,») متقاربة من العدد 1۸2. 
16 احصر العدد 1,2 باختیار 0 = .n‏ 
0د ı‏ دراسة تابع 
ليكن. و التايع المعزف على ]0129] وك 0(0 و روان في هالة 20 ب 


ليكن أيضاً © الخط البياني المُمثّل للتابع و. 
© تيقن أنّ ()و معرّف في حالة 0 < #. 
© ». أثبت أنّ و مستمر عند الصفر. 
ا. ادرس قابلية اشتقاق و عند الصفر. وعيّن إن أمكن المماس للخط © عند مبدأ الإحداتيات. 
© . ما نهاية و عند مه د؟ 
«. احسب (:ه/و في حالة 0 < #ء ثُمّ ادرس و. 
ء. أعط معادلة للمماس 7 للخط © في النقطة التي فاصلتها 1. 








کیہ ا هيا دن 


@ ناتش تابعاً , معرّفاً على المجال [1,4] = 1 وفق 
cn‏ + 5+ نمه = (»)/ حيث ه وا وء أعداد 
حقيقية نهدف إلى تعيينها. نجد في الشكل المجاور 
الخط البياني لهذا التابع. 
© أثبت أنّ / اشتقاقي على 7 واحسب تابعه المشتق ()"/ . 
© استفد من المعلومات المدونة على الشكل لإثبات أنَّ: 

1--+م و 0-م +20 و 4112 -3 = 2 ماع ل قل 20. 

© جد قيم ۾ و5 وه ثم اكتب عبارة ()/ . 














و ليكن 0 و5 عددين حقيقيين. في معلم متجانس ( ,:0 6 هو الخط البياني للتابع / 
المخرف: على 187 وق +b + na‏ مه = (م)ر. النقطة (4)1,0. هي نقطة من ©» والمماس 


للخط البياني © في 4 يوازي المستقيم الذي معادلته 2+ :3 = ن. استفد من هذه المعطيات 





© جدء بدلالة ٠”‏ معادلة للمماس 7 للخط 6 في النقطة /1. 
© لتكن 77 مسقط 1/1 على محور التراتيب ولتكن × نقطة تقاطع المماس 7 مع هذا المحور. 
۾. أثبت أنّ ترتيب النقطة ڄ يساوي 1- اء أياً يكن 0 < م" . 


ف سج أن ر = 813 . 


١902 








@ كيف نختار العدد الحقيقي 7 ليكون للمعادلة 0 = (1 + )ہ1 + 2 - 2 جذران مختلفان 


© جد نهاية هذه المتتالية. 








© نضع FE Uy‏ وله + u‏ = ,۰5 
6. أثبت أن (1+ )ہا = ہ9 . 
0. ما نهاية احا ؟ 


جلها معدم 
42 


. 1 
في جوار 00+ . (ضع کڪ 


@ تاش التابع ‏ المعرف على ]0ه+,0] = 7 وفق: 


21-—-lna), 0 


احسب tz) > f(0)‏ "1ا . واستنتج ُن ر اشتقاقي عند الصفر. 
HA‏ “لجو 











f: z—zlnz © 00 0 
3 
00 4 f: zlnz © 
3 
ندص[6 + 8 دوع 2ن جام‎ © f:xzz—lnzs © 





f 


ا( في ڪي مما يأتيء أثبت ثبت أنّ التابع / اشتقاقي على المجال 7 ثم احسب '/. 





sO BE) 8‏ عدوت د 
© إن = f)z(‏ و ]مه ,]| - [1. 





لسا البحث مها @ 


a+b|_ Ina مصاع‎ 
3 2 


© حاب لوغاميمي 
نفترض وجود عددين حقيقيين موجبين تماما © و5 يحققان 


O ما‎ | 


0 
احسب _. 


0 

92 نحو الحلّ 

4 يؤكد النص على وجود عددين 4 و 0 يحققان العلاقة (1) (وليس مطلوباً حسابهما). بل حساب 
قيمة علينا إذن استبعاد اللوغاريتمات من العلاقة» ولهذا سنسعى للوصول إلى علاقة من 
النمط 8 دآ = 4 ماء ومن ثم نستنتج أنّ 8 = 4. 
1. أثت أنّ (Ina + nb) = In ab‏ . 
2. استنتج أن 35/40 = 6+ ۾ ومن ثم 0 = (م7 - ”+ 2م (2). 


# لاستنتاج قيمة 0 يمكننا التفكير بالآتي: 


" القول إن » حل للمعادلة 0 = 82+ بط - 22 يسمح بحساب ٠‏ بدلالة 5. ثم استنتاج “ 


7 
* تسمية النسبة المجهولة “ = )» فيكون 58 = » والسعي للحصول على مساواة لا تحوي إلا /. 


0 
ثبت أن 0 = 1+ 78 - 2 ثم أكمل (لا تنس أنّ 0 < 5). 


ر اجر الل ويه بلغة ما 


ا( عدجلةسادلين 


۾ عددٌُ حقيقىٌ موحد فاا حل في 182 جملة المعادلتين: 
ay = 07 1)‏ 


(na)* + (ny)? = “ممت‎ (2) 








92 نحو الحلّ 


0 


ك 


إذا كان (و,») حلاً للجملةء كان 0 < :د و 0 < ن. (لماذا؟). يمكننا التفكير كما في السابق 
بالسعي لاستبعاد اللوغاريتمات من المعادلة (2) وكتابتها بالصيغة 1,8 = 4,م1 التي تقتضي 
2 = 4 . عندها سنكون في مواجهة جملة معادلتين بالمجهولين ‏ و؛ فقط. ولكن ليست هناك 
أية قاعدة تفيد في تبسيط 0(2 «1) + 12(2) فهذه المحاولة عقيمة. يمكننا أيضاً التفكير بتعويض 


2 


= بن في المعادلة (2)» ولكن النتيجة ليست مشجعة. 

لنفكر إذن بتحويل العلاقة (1) إلى العلاقة اللوغاريتمية 1222[ = بيه د1[ء عندها سنحصل على 
جملة معادلتين بالمجهولين 22[ واو طا. 

افترضن أن (و,ه) حل للجملةء ثم تحقق أن سا2 = نوصط-+ 2ه 

نضع إذن م[ -5 و ماح ۲» ثم نحسب منهما 2 و 7. كما نضع تبسيطاً للكتابة 
4 = موسا. (نذكّر أنّ حل المعادلة 7= د1 هو 7م -غ ). 

1. أثبت» وفق تلك الإجراءات» أن × - 24 = ۲ وان 0 = 347 + ×84- 47:2. 

_ 4 
2 


3. تحقق أن (ه ل ده و ولحه = ي) أو (ملحه = به و .)y = a‏ 
وبالعكس تحقق أنّ كلا من (هلہه,ه) = (و,») و (4,0/ه) = (و,) هو حل للجملة المعطاة. 


ايا اق انتم كيم ا 


۸ 
ع د 
31 2 


د 


© مسأل وجود 


أيوجد عددان موجبان تماماً ومختلفان يحققان © - ل () ؟ 


92 نحو الحلّ 


0 


الفكرة المفيدة في البحث عن عددين 4 و اء تعتمد على تجميع كل ما يتعلّق بالعدد » من جهة 


وكل ما يتعلّق بالعدد 5 من جهة أخرى. نبحث إذن عن و 5» بحيث ے س . هذا يوحي 
0 


إلينا أن ندرس التابع ۶ المعرّف على المجال ”۴ بالعلاقة 0 د زور وكرة. السنالة إلى 
البحث عن عددين مختلفين ۾ و 0 يحققان (7)0 = (0)/. 


1. ادرس تغيرات التابع / ونظم جدولاً بها (النهايات عند طرفي مجموعة التعريف وجهة الاطراد). 
2. ارسم الخط البياني للتابع /. 





# لندرس استناداً إلى جدول التغيرات أو بيانياً عدد حلول المعادلة «7 = ()/ . وذلك تبعاً لقيم 7. 
1. ناقش عدد حلول المعادلة "= (5)/ في حالة 1/6 < «م7ء 1/6 ع <«m‏ 1/6 > 7 > 0 
وأخيراً 0 > 7. 
2. استنتج الشرط اللازم والكافي ليكون للمعادلة +7 = ()/ حلان مختلفان. 
3 استنتج أنّه يا كان " من ]0,1/6[ يوجد عددان مختلفان © و 6 يحققان 
.f)a) = f(0) = m‏ 
ر نمر انحن راع بلغ ملي 


إات متراجحت 


أثبت أن المتراجحة 2(2صا) > ( - 1) ه1 (ه) م1 محققةء أياً يكن » من ]0,1[. 
9# نحو الحلّ 


4 توحي إلينا المتراجحة “(1<2) > (نه -12)1 م[ أن ندرس اطراد / المعرّف على ]0,1[ بالعلاقة 


In(z)-In(1 — (‏ = رار . أثبت أن إشارة ()”/ تمائل إشارة »,مآ - (8 - 2)1[( - 1) على 
المجال ]0,1[ . 
لندرس إذن التابع »ما - (» - 1)صا(ه - 1) = (#)و على ]0,1[. 


1. أحسب إشارة و ٣‏ 7 و]1 


en و‎ 


ا إلى الأمام @ 


حل كلا من المعادلات الآتية: 

In|z + 2| + 1n|z - 2| = 0 0 
ln |r - 2| + In(z + 4) ح-‎ 2 © 
In |2z + 3| + هاما‎ - 1| = 21n|z| © 


© في كل حالة آتيةء جد الحل المشترك لجملة المعادلتين. 
0 = شن + تجو 7 = +Iny‏ :2م21 2- = (Inz)(ln y)‏ 
3 ح روصا + صا 4 = بساة د In(zy) =1 3lnz‏ 


4و 





© حلّ كلآ من المعادلة 0 = 3 - :م21 - 5( ما)ء والمتراجحة 0 < 3 - نم21 - >( صل) . 
مساعدة: ضع :دما - ×. 


© ليكن 3-2 + ”52 + 2 = (بم)ط. 


© ه. تحقّق أنّ 0 = (1-)2. 
0. استنتج أن ()2 يكتب بالصيغة ()1(0 + ) = ()5 حيث ()0 كثير حدود من 
الدرجة الثانية. 
©. حل المتراجحة 0 > ()2 . 
© استعمل المعلومات السابقة لحل المتراجحة (ه - 12)2 > (5 + 1n)22‏ + :د ص21 . 


2-1 
1 2: 





© ليكن / التابع المعرف على المجال ]1,1-[ = 1 وفق 





أ - فار 


© ه. أثبت أنّ م/ اشتقاقي على 1. 
7. ادرس تغيرات / على المجال ]0,1]. 
© ارسم الخط البياني للتابع / . 
لي درس في كل حالة مما يأتي تغيرات التابع م على المجال ٠1‏ وارسم خطه البياني. 


1 


:2 انه 





f(z) = ©‏ ,زمه ,1] حر 


I =R, f(z) = n1 + 2) © 








7 
I = |0,+oo|, ا - مر‎ © 


الل في معلم متجاس. ,0 و ٤,‏ هما على التوالي الخطان البيانيان للتابعين / و و المعرفين على 


المجال ]مه + ,1 -[ ح 7 وفق (1+ )ہا = (م)/ 3-0 = (ه)و. 





© أثبت أنّ () > (ه)و أياً يكن » من 1. 
© أثبت أن ,€ و, يقبلان مماساً مشتركاً في النقطة التي فاصلتها 0 = . 





((© يكن © الخط البياني للتابع / المعرف على المجال ]مه+,1[ = 7 وفق 


f(2) = » +1 + 2| 








2-1 
© ادرس تغيرات / ونظّم جدولاً بها. 
© أثبت أنّ المستقيم 4 الذي معادلته 1+ ه = ي مقارب للخط © في جوار مه +. 
© ادرس الوضع النسبي للخط البياني © ومقاربه 0. 

© ارسم في معلم واحد المستقيم 07 ثم الخط البياني .٤‏ 

ليكن © الخط البياني للتابع م/ المعرف على المجال ]00+ ,0[ = 7 وفق 


ا | + هه = (/ 


3 





© أثبت أنّ م متزايد تماما على 1. 

© أثبت أنّ المستقيم 4 الذي معادلته 4 - » = ن مقارب للخط © في جوار ه+. 
© ادرس الوضع النسبي للخط البياني © ومقاربه 0. 

© ارسم في معلم واحد المستقيم 4 ثم الخط البياني .٤٥‏ 


2+4 |سا-ه - مر 
432 
© ادرس تغيرات / ونظّم جدولاً بها. 
© أثبت أنّ المستقيم 4 الذي معادلته 122 --:ه = ي مقارب للخط © في جوار 0ه+. 
© ادرس الوضع النسبي للخط البياني © ومقاربه 0. 
© أثبت أن للمعادلة 0 = (2)/ حل وحيد ه ينتمي إلى المجال ]1,2[ 
© ارسم في معلم واحد المستقيم 4 ثم الخط البياني .٤٥‏ 


(0 يكن 6 الخط البياني للتابع / المعرف على المجال ]00+ ,4[ = 7 وفق 





2-1 
0 


هلق + 2 - 5 = جار 

© أثبت أنَّ المستقيم 4 الذي معادلته 2 - 5 = ن مقارب للخط 6. 

92 ادرس الوضع النسبي للخط 6 ومقاربه .d‏ 

9 درن رات ا وک ر اد اس فى ماه ال رة الخظ اراي اد 
© أثبت أنَّ المعادلة 0 = (2)/ تقبل حلاً وحيداً »» واحصره في مجال طوله يساوي 1. 


2 


© يكن © الخط البياني للتابع / المعرف على المجال +٥0]‏ ,1| = 7 وفق 
لاح =F‏ 
© أثيث أنّ # متزايد تماماً على 7. 
© أثبت أنَّ المعادلة 0 = (ي) تقبل حلاً وحيداً ». 


© أثبت أن تراه وس 
€ 


© لک © الخط البياني للتابع , المعطى وفق : ا 
: 





أ« = (مار. 


© تحقق أن ,2» مجموعة تعريف /» هي ]00+ ,1[ لا]50,0-[. 
© احسب نهاية f‏ عند كل طرف من أطراف مجموعة تعريفه ,2 . 
© أثبت أنَّ , متناقص تماماً على كلٍ من مجالي ,2 . 

© ارسم في معلم متجانس الخط البياني .٤٥‏ 


© يكن 2 الخط البياني للتابع / المعرف على بالعلاقة ام > )ا 


© تحقق أنَّ مجموعة تعريف / ولتكن ,2 هي ]1,3[. 
© أثبت أنَّ ,2 ع (» - 4).؛ أيأ يكن :ه من ,2. 
© . احسب عند كل » من ,12 المقدار (2)]/ ل ره ع يار . 
(. استنتج أنَّ النقطة (4)2,0 هي مركز تناظر للخط 6. 
© احسب نهاية / عند كل طرف من أطراف مجموعة تعريفه ,2 . 
© ادرس تغيرات / ونظم جدولا بها. 
ليكن © الخط البياني للتابع م/ المعرف على المجال 1 وفق 


1 1 
سے( + ]ها = ر 


© احسب ()/ ”نا و (2)/ ط11 . ما مقاربات الخط 0؟ 
جمچ Mas ê2‏ 








© ادرس تغيرات / ونظّم جدولاً بها ثم ارسم الخط 6. 
ال في ڪل من الحالتين الآتيتين» ادرس التابع / على 15 = 5. وارسم خطه البياني 6. 
Dlnz ©‏ + م = f(a)‏ . 
© وم وس كت را 


4 


١2 





© اين 2 الخط البياني للتابع # المعرف على المجال ]00+ ,0| = 7 وفق 


E 
32 
و (»)/ :1122 . ما مقاربات الخط 60؟‎ lim f(z) احسب‎ © 


ودج 





© ادرس تغيرات / ونظم جدولاً بهاء ثم ارسم الخط 6. 
© لتكن ,14 و ر1 و و1 و ,11 النقاط المعرّفة كما يأتي: 
* 14 نقطة تقاطع © مع محور الفواصل. 
" ر1 نقطة من © مماسه منها يمر بمبدأ الإحداثيات. 
" و1 نقطة من 0 مماسه منها يوازي محور الفواصل. 
" ,1 نقطة من © ينعدم فيها المشتق الثاني للتابع / . 
. احسب فواصل هذه النقاط. 


3 


(. أثبت أنَّ تلك الفواصل هي أربعة حدود متعاقبة من متتالية هندسية. ما أساسها؟ 
١ 2‏ |1- 
(© کن / اتابع المعرف على (21400- رد ریق /1-ه 
خطه البياني في معلم متجانس. 


© ۾. أثبت أن 2_ ے #0 لال ع يا يكن نه من ,12. 








ما + < = (م)ر» وليكن 0 


. استنتج أنَّ النقطة (+-,4)1 هي مركز تناظر الخط 6. 
© ادرس تغيرات ‏ على مجموعة تعريفه. 
© أثبت أنّ المستقيم 4 الذي معادلته و = و ماري الفط 6ت ادر اوضع لشي للكظ 
ع بالنسبة إلى مقاربه 4. 
ازسم في م وا :0ق :د 
09 يكن / التابع المعرف على 8 = ,2 وفق ثب - (مارء وليكن # خطه الا في معام 
متجانس. 
© ادرس تغيرات / ونظم جدولاً بها. 
© لتكن 4 النقطة من الخط 6 التي فاصلتها 1. 
۾. جد معادلة للمستقيم ,7 المماس للخط © في النقطة ۸ . 
# ارسم في معلم.واحد ,7 ومقازياة 8ء ك € 


© لتكن 8 نقطة من الخط © فاصلتها ». أثبت أنَّ 0 = ,م21 +1 - 3 هو الشرط اللازم 
والكافي ليكون المماس ,17 للخط © في النقطة 8 موازياً للمستقيم ۸ الذي معادلته 
م y=‏ 

© . حل المعادلة 0 = u‏ ,21 + 1 - ثن. 
. استنتج أن 4 هي النقطة الوحيدة من © يكون المماس فيها موازياً للمستقيم الذي معادلته 


كح رلا 
او في معلم متجانس )7 ,:0 0(“ > 0 هو الخط البياني للتابع 'م/ المعرف على +٥0]‏ ,0] وفق 
3 2 
0 < به الات e‏ 
10 ,0 
ين احينب: تاه 1 عا فس د إلى العش راش أن اتقات عد 
۴ : 
0= 


. احسب (ي)/ صتا . 


0 ج 


. ادرس تغیرات ‏ ونظم جدولاً بها. 

© ليكن 7 مماس الخط © في النقطة التي فاصلتها 1  -‏ منه» جد معادلة لهذا المماس. 

© نهدف هنا دراسة الوضع النسبي للخط © والمماس 7 . ولهذا نعرف التابع 7 على المجال 
]+ ,0 بالعلاقة +  -‏ + ()/ = (0). ادرسء إشارة ()"8 لتستنتج إشارة (:)7 ومن 
ثْمّ إشارة (). 

© اكتب معادلات مماسات © في نقاط تقاطعه مع محور الفواصل. 

© ارسم مماسات © التي وجدتهاء ثم ارسم الخط © في المغْلّم ذاته. 





١060 


التابع الا 


€ نعريف التادم لأسي النيرري 

© خراص التا مالسي 

€ دراسةالتا مالسي 

© نابات مهمة تتعلق اتام الأسي 

5 دمراسة التاع تم جم 0(,2 < (a‏ 


© معادلات تفاضلية سيطة 





التابع الأسّي في العلوم الأخرى 


0 في الطب. عند إعطاء مريض جرعة دوائية, يطرح الجسم 5 منباء ويتفكك جز 
آخرء ويبقى جزء فقّال منها في الدم» لكل دواء عادة سرعة يتناقص وفقها تركيز الدواء في 
تركيز الدواء 2ء حيث (1 > ۸ > 0)» وهكذاء إذا كان تركيز الدواء في الدم عند أخذ 
الجرعة هو © أصبح التركيز بعد مرور الساعة الأولى ۸0ء وأصبح بعد مرور ساعتين 
0 وبعد مرور 7 ساعة يصبح التركيز 270. في الحقيقة» لا يجري الزمن هكذا في 
قفزات كل منها مدّته ساعة واحدةء بل التركيز في الدم تاب مسهرٌ للزمنء هذا الاب هو 
تاب أسّيء التابع الذي سيكون موضوع بحثنا في هذه الوحدة. 


© في الفيزياء. يُستعمل نظير الكربون -14 في تحديد عمر بعض الى الأثرية أو 
المستحاثات. ليكن )27 عدد ذرات الكربون -14 في اللحظة * في عيّنة من مادة 
عضوية. سرعان ما تتحلّل ذرات الكربون -14 لتتحوّل إلى النظير غير المشع للكربونء 
يرهن الفيزيائيون أنّ سرعة تغيّر عدد ذرات الكربون -14 متناسب مع عدد هذه الذرات 
في العينةء وتحديداً يحقّق التابع N‏ الخاضة -۸[N)(‏ = () حيث 
a [1 245 10-4‏ 

في الكائن المي تتجدّد ذرات الكربون - 14 على الدوام» ولكنها تتوقف عن ذلك عند موتهء 
وهكذا بمقارنة نسبة الكربون -14 في قطعة من مستحائة مع نسبته في قطعة مشابهة 
حديثة شاهدةء يمكننا تحديد عمر المستحاثة بدقة كيرة. سنرى في هذه الوحدة أن التابع 
لاسرع تاب أسيّ للزمن. 


التابع الآمّي هو أساس جميع التوابع على الإطلاق. وسنتعرف على بعض من خواصه في 


هذه الوحدة. 





التابع الااسي 
6 التابع الأسي النيبرى 
دعت ونا اللو الإكاركي 


« صورة كل 4 من #] وفق م×٠‏ هي العدد الذي لوغاريتمه النيبري يساوي :2 » 
ولما كان ”ع هو العدد الذي لوغاريتمه النيبري يساوي 2ء كان 6# = (ي)م×6. 


1. ساب مباشرة 
© وجدنا في الوحدة السابقة أن ”6 هو الحل الوحيد للمعادلة "= :م1. هذا يعني أنّه مهما يكن 
0 < ب فالمساواة ر = :ما تقتضي “6 = :ه. نرمز عادة إلى هذه الصياغة بالكتابة 


nz = نوع > رن‎ = e 


9 هذا أَوَل لقاء لنا مع الرمز + وهو رمز الاقتضاء بين خاصتين : 8 ج 4 ويعني أنّ صحة 
الخاصة 4 تقتضي صحة الخاصة 8. 
© وبالمئل» مهما كان 0 < يء إذا كان ”م = »› كان (”6)ما - (#د)ساء أو ر = #ما. وباستعمال 
رمز الاقتضاء السابق ذكره» نكتب 
y‏ = صا ج ام د رو 
نستنتج مما سبق أنَّ العلاقتين :ه = د[ و6 = ب متكافئتان فصحّة أي منهما تقتضي صحّة الأخرى. 
© في حالة 0 < :دء العدد :ه هو العدد الذي لوغاريتمه :مآ إذن ‏ = *"ء. وعليهء إِنّ التابع 


ع جاه : +R‏ 1 : ده 


هو التقابل العكسي للتقابل +R:zmlnz‏ 1 : صا 





فالخط البياني © للتابع الأسي مه هو نظير الخط البياني '© لتابع اللوغاريتم 1١‏ بالنسبة إلى 
المستقيم 4 منصف الربع الأوّل الذي معادلته :ه = ,:. كما هو مبيّن في الشكل. 


0 





























"" في حالة 0 < # لدينا 


(/1 )دام 2 م 


سا| چ 


"" وفي حالة 0 < 2 لدينا 


1 > ,2 1 >1 كان 
_- اه صاع 
1 
2 


1 
0 = = max] 2:,- 
6 , ته‎ >1 1 1 


7 


هنا (4×)»,0. هو أكبر العددين » ون. 


© التابع الأمتي» بصفته التقابل العكسي لتابع متزايد تماماًء هو بدوره تابغ متزايذ تماماً على . في 
الحقيقة ليكن » وه عددين حقيقيين يحققان + < ٠»‏ إذا افترضنا جدلاً أن "م > “م استنتجنا من 
تزايد التابع اللوغاريتمي أنّ (”)<[ > ("12)6ء وهذا يؤدي إلى التناقض « > . إذن لا بُد أن 
يكون لان عيذ “ع 


"© نتيبة 1 


لمقارنة عددين حقيقيين © و 5» يمكننا المقارنة بين “ع و ”ع. فالتابع الأسّي exp‏ يحافظ على 
المساواة ويحافظ على الترتيب. وعمومآء أياً يكن العددان ۾ و5 يكن : 









































و لماذا للمعادلتين (:#)نام بت (:#)لاى : 5 و (:2)نه u2)‏ : 3د مجموعة الحلول نفسها ؟ 


لأنّ هذا تماماً ما تنص عليه النتيجة 1. فإذا كان ,د حلاً للمعادلة ع كان (*"م = (*)“ع 
وعملاً بالنتيجة المشار إليها نستنتج أنّ (ر#)ه = (ر»)» أي إنّ ر» حل للمعادلة ,5» وبالمثل إذا 
كان ر» حلا للمعادلة رع كان (ر»)» = (,نه)::» ومن تم "ع = (”“ء» إذن ر» حل للمعادلة 
6: ونبرهن بالمثل أنّ للمتراجحتين )”م > ™”“ء و (:د) > (»)» مجموعة الحلول نفسها. 


حل معادلات ومتراجحات 


حل المعادلات أو المتراجحات الآنية 
ge +4 © 01/1 +1 ®‏ < 22+1 © 32> 1م„ 
0 ا E‏ اوك ا a‏ 
0 : 
5 -1- 5 
ا 321 و کڪ 
2 2 


E 


الدرجة الثانية لها جذران = ره . إذن مجموعة حلول المعادلة © هي 


5 


2 2 
© المتراجحة 4ء > ع تكافئ 4 + 2م > 1+ 2 أو 0 > 3- :2 + » وهي محققة عند 
قيم ‏ المحصورة تماماً بين جذري المعادلة 0 = 3 -2# + 2. أي بين 1 و3-» فمجموعة حلول 
المتراجحة © هي ]3,1 -[. 
© المتراجحة 2 < 65*11 ليست من النمط المدروس “"ء < ”“ء» ولكن يمكن كتابتها وفق هذا النمط 
باستعمال المساواة »ماع = ۾. فنضع 2ای = 2 لتصبح المتراجحة "اع < 35+1م ومجموعة حلولها هي 
TT‏ | 7 اع 1ك 31 ا (1+102-) 2 < . فمجموعة حلول المتراجحة © 


هي 
مب 2ط . 





© اكتب بأبسط ما يمكن كلا من الأعداد الآتية: 


55 16 


0 3ع + 2م A=‏ © 3ى ا 2 = B‏ 
3 
2 


n 1 
D =e +e 3 © C=lne 3 قعام ب‎ © 


© اكتب بأبسط ما يمكن كلا من العبارات الآتية» مبيّناً المجموعة التي تكون معرّفة عليها: 
1n)2e*( 0‏ - "ع = A‏ 
© 1 ك a-1(- n2‏ )ھام B=‏ 


2 
C = In(e"*) + e FP? © 


© حل المعادلات أو المتراجحات الآتية: 


32 








6-5 8 ت 35-2 © 8م ل 3+ 2ع‎ 1 0 
1 2e" 
In2 -e*) >3 © In(e -2) =3 © 2° = . © 
e" +2 
”ع‎ 1 <3 © (e -1)(e” -4>0 © ی > 2 ”ع‎ @ 


© اشرح لماذا تثفق إشارة سے - *ء مع إشارة (2 - *ء) ؟ ثم حل المتراجحة 0 > - *ع. 
€ € 








©© خواص التابع الأسي 


7 مبرهنة 2 


® 1= و0 = 2 هر الحل الوحيد للمعادلة 1 ك “غ 
© أياً يكن العددان الحقيقيان ۾ و ط يكن × *ع ‏ **ع. 


® أياً يكن العدد الحقيقي ۾ فلدينا أ = *ع. 


€ 


© أياً يكن العددان الحقيقيان ۾ و5 يكن “ = *“ءع. 
6 


ا e‏ الا 2 7 a a, ٠.‏ 0 — .ل a +a‏ 
© أيا تكن الاعداد الحقيقية ,ه ووه و ويه: بع ...ها Xe?‏ كم = 1 e1‏ 


7 


© أياً يكن العدد الحقيقي » وأياً يكن العدد الصحيح م يكن *”م = ”(“ء). 


الإثباءته 
© في الحقيقةء إِنّ المساواة 1 = "م ثكافئ 0 = (1)ماآ = نه. 
8 يمالاحظة أن )® In(e”) = a +b = In(e“‏ + (كم)ما = In(e“e”)‏ نستنتج م عب تاوقو 


1 ٠ 

© باختيار م حم في e+‏ س م“م. ز تند 1= "لم = “م منه جاح ۹ . 
€ 
a‏ 


© باستبدال 3- بالعدد 6 في ەع س “ع والاستفادة من ©. نستنتج 97 0٥ع‏ س م. 


© تنتج هذه بالتدريج علي العدد م" والاستفادة من 2 


© في حالة 0 = م هذه هي © . وفي حالة 0 < م نختار م = 7 و4 = ,م = ... ح ره = ره في 
الخاصة ٠©‏ وفي حالة 0 > م يكون 0 < م- = وه ومن ثم نكتب 
13 
”ھم = م = | = ا( = ای ے مہم 
6 


بط كلا من العبارات الآنية» علماً أن » عدد حقيقي. 
2 


=) 0 Dae 


A= g2 +1n8 ® 
12م‎ 


2 








© قساددم هو من النمط “ع الذی يساوى «e“ x e‏ إذن 
8e‏ = عير ثم = ۳8ع ير ?ع = ۸ . 


© على غرار ©»: 26 = ای ر ۳لم = مء إذن © = م = 8۔ 
€ 


© لا کان ی - 3( (e‏ استنتجنا أنّ قحم ے 22-3ى ے 32ہی . 2م = 0 , 


2 القوى الحفيفية 


7 تعريونه 2 


في حالة عدد حقيقي موجب تماماً ۾ وعدد حقيقي ما :2» نعف ۾ (© مرفوعاً إلى الأس (x‏ 


بأنّه العدد الحقيقي اقم أى gna‏ = تي أو 0 طلم — .In(a”)‏ 


ب 


فعلى سبيل المثال : 36.46216 یہ ٣ع‏ = ۰۸ و 2.6651 ہے ۳2ا2لاع ‏ 2۷2 . 
2. خواص القوى الحقيقية 


© مبرهنة 3 


أياً يكن العددان الحقيقيّان الموجبان تماماً © و 5»ء والعددان الحقيقيّان u‏ وه كان: 
(a.b)" = a" xb" © a“ xa" =a" © 1*-1 ®‏ 





الإثباءته 


هذه نتائج مباشرة من خواص التابع الأسي: 


5 1ت م ت 0م انام = 1. 





.a“ x "۾‎ = gna x e" na تت‎ gulnatulna > glutw)Ina = aL © 
. (ab) ساس ه صاناى 0 (مصلحه صل)نام (مم)صانام‎ > gna xX صانم‎ — qa“ xb“ © 
7 7 u 17. 7 
.)“)“ )م تت‎ 2 gv ulna - a" © 
a“ ulna 
ا‎ gtna-vlna 5 g(u-w)Ina - "۾‎ © 
a" vlna 





a“ gna |)‏ 
© س عابت glna-1n0)‏ = ساسح سانا 


0 





حل معادلات ومتراجحات أسيّة 


حل المعادلات والمتراجحات الآتية. 


2 


.e” م4 ب‎ 5 > 5 © e” -5e" +4 = 0 © e” = (e”)*e © 


© نعلم ن ع = اع . "3ع = ع3(#ع), فالمعادلة ع3(ع) = ع تكافئ ع ے ع وهي معادلة 
من النمط ”م = 0م التي حلولها هي حلول المعادلة (م)ن = ()» نفسهاء أي 1+ :3 = ”ى 
أو 0 = 1- بق - 2 . ولهذه الأخيرة جذران: 
#8 3+13 _ 
2 2 
83+ 3 د 
ا 








رك و ۰7 


إذن مجموعة حلول المعادلة © هي ١‏ 


© لحل © نجري تغييراً في المقدار المجهول : × = “ فتصبح المعادلة 0 = 4 + ×5- ”× أو 
0 = (4 -)(8-1)» إذن لما أن يكون 1= × أو 4 = ×» أي إما أن يكون 1= © من ثم 
z= 0‏ » أو 4 = ”©» ومن ثم 4 = 7 . فمجموعة حلول المعادلة @ هي .{0,1n4}‏ 

٭ تا کان لك کے ع كيت المتراجحة بالشكل 0٠‏ > بد وات > ون <0٠‏ ته لاتتغير المتراحسة 
عند ضرب طرفيها بالمقدار ”ء٠‏ فهي إذن ثكافئ 0 > 4 + 56# - ”ع» ولحلها نضع × = ”6 فنجد 
٠×” - 5× + 4 > 0‏ وهذه المتراجحة تتحقق بين جذري ثلاثي الحدود 4 + ×5 - ”×» وهما 1 و 4ء 
إذن مجموعة حلول المتراجحة هي التي تحقّق 4 > × >1 أو 4 > “6 > 1 أو n4ا>‏ نه > 0 
فمجموعة حلول المتراجحة © هي |4صا,0|. 


وت یف نحل معادلة من النمط 0 = ام ل مم ل ae”‏ )E(؟‏ 


نضع × = *ءع» ونحل المعادلة 0 = ء + ]5 + ”×ه ('8). وحلول المعادلة (8)» إن وجدت» هي 
الأعداد ر« التي تحقق ,مآ = ,نه و ر× حل موجب تماماً للمعادلة ('). 








© أثبت صحة كل من المساواتين الآتيتين على ۸ . 


= — © Ine” +1) —ln(e* +1) =7 © 


© اكتب بأبسط ما يمكن كلا من الأعداد الآتية: 





© تللم م © Bf‏ @ كلدم 
+1n3‏ 2م 34م 
:42 27 _ 37 
0 ك دم © F۴ @ E = (e?*)3 x (e *)î‏ 
e" ex (e)‏ 27م 
3 1= 1 
G = (322 ©‏ © تمع - I = §27 x32 © H‏ 


© أثبت أنّ التابع / المعرف على ۸ وفق 2( م #م)  ٠*(‏ + #م) = (م)م تابعٌ ثابث. 
© حل المعادلات الآتية: 


© 0ع 4+ e” e‏ © 0 = 6- تم "ع 
© 0ع 29+ Te +6=0 © 4e” e‏ ”€ 


© حل المتراجحات الآتية: 


(e -2)e” > 2(e” -2( © e” -4e* <0 © 

E ©‏ © 0> 3- 2 ”ع 
3م 

e" بد‎ 4e" > 5 © 4م‎ < © 











© دراسة التابع الأسي 


1.3. نهادة التابع الأسي عند وک و 


© مبرهنة 4 


lim ع‎ =0 © lim ê ع‎ +00 9 


00+ ف 
الإثباتم 
© رأينا عند دراسة التابع اللوغاريتمي أنّ 1- و > ,صا أيأ يكن العدد الحقيقي الموجب ن. فإذا اخترنا 
e‏ = ن استنتجنا أنه مهما كان العدد الحقيقي ه كان 1- تم > تعمس[ أو ”ع > ب + 1. ولان 
00+ = (1+ ه) ١‏ 00 استنتجنا أنّ 00+ = “ع صتا . 


00+ +2 
© لنضع ه- م عندئذ 


ولكن im u)2( = +٥‏ و + = e“‏ صتا إذن ا سنا = e‏ ونا . 


2¬+-0 u +00 لأم‎ + +00 


5. مشق التابع الأسي 


© تمم 


الإثباءه 
نقبل أنّ التابع الأسي مستمرٌ عند الصفرء عندئذء إذا عرّفنا 1- 6 = (ي)» كان 


0= 1- م = (:ه)» lim‏ 





ومن جهة أخرى المساواة 1- ”ع = ٺ» تقتضي e” =1 + u‏ ومن ثْمّ z = Ind + u)‏ إذن 
e” 1 u2)‏ 
Indl + u(z))‏ 1 


TT‏ 1ا » استنتجنا من مبرهنة نهاية التابع المرب أنّ 





إذن لما كان 0 = (): صتا و1 
0¬ 


7 


25 وا و 
a0 7 u»0In(1 + u)‏ 








التابع الأسي مه اشتقاقي على « وهو يساوي تابعه المشتق» أي .exp' = exp‏ 
لإثبات أنّ مده اشتقاقي عند , نحسب تابع نسبة التغير: 


i) = exp(zy + h) - exp(zo) 0 م٣۸‎ _ تع‎ 5 e 1 
4 4 4 


واستناداً إلى التمهيد السايق 





e" 





lim t(h) = e“ x lim 


= ثم‎ = exp(z 
h¬0 ام 0م‎ 0( 


فالتابع الأسي مه اشتقاقي عند » ومشتقه عندها يساوي (0ه) ده . 
كريد التابع الاسي لتابع 


لما كان مده معرفاً على »R‏ كانت مجموعة تعريف ( ام جا 4 هي نفسها مجموعة تعريف . وعليه 
بالاستفادة من قاعدة اشتقاق تابع مركب نجد ما يأتي: 


إذا كان » تابعاً اشتقاقياً على مجالٍ 7» فإِنّ التابع "م م ب : / اشتقاقي على 7 وعند كل 
من 1 لدینا e“‏ . (يم)نه = (نه)'/ . 


احسب مشتقات التوابع الآتية: 


2 2 


0 كوبت زور © * تم ح f(z)‏ 
© هنا ع = (نه)/ مع ۾ - تم = (و)ى إذن #-ثتو(1 - 22 = u)‏ = (بم)'] . 
5 في هذه الحالة صا (نه- g(t‏ - هل qa‏ - ()ر» إذن مره (In ( (2z 1g‏ م )2 و 
وهي كيف يتوضع الخط البياني 0 للتابع ع جم :د  :‏ بالنسبة إلى مماساته؟ 
لتكن (”ء,”)/1 نقطة من 6©» وليكن 7 المماس للخط © في النقطة 14 . ميل المماس 7 يساوي 


"ع = («م)/مء فمعادلته هي (70- )”م + "م = ل أو )1+ .y = e" (zm‏ 


02 





لدراسة وضع الخط 6 بالنسبة إلى 7» ندرس التابع م المعرّف على :1 والذي يمثل الفرق : 


(z) = e” — :)”م‎ — m +1) 


يعطى مشتق م على 1 بالعلاقة ”م *ء = ()'م واشارته تمائل إشارة "4-۳ ومنه 


ملك m‏ 00 — 11 0 ب 
¥ 1 ب (:ه)'ب 
Ow‏ (:ة)ب 
e --f4 5 ٤ £‏ 
نلاحظ أن 0 = (") م وأنّ 0 < (»)م في حالة ع ».ولان ۸1 هي 
نقطة من ©» نستنتج أنّ © يقع فوق أي مماس له. في الشكل المجاور 
مماس الخط البياني © في النقطة (,4)1. يمر بمبدأ المعلم ( 0:7,7). 0 





























دراسة تابع من النمط (# )“م = (:ه) 1 





ليكن / التابع المعزف على ۸ وفق س | = /. کون کیرات ار راس کا 
42 


البياني 6. 


التابع ”ر من النمط "م = ()رء حيث 





1 2 +1 


۸» فمجموعة تعريف / هي 1 أيضاً. 
ولأنّ 0 = (2):» نا » استنتجنا أنّ 1 = ء = (8)/ صا . فالمستقيم 4 الذي معادلته 1= ر 


مستقيم مقارب للخط البياني 0 في جوار مه-. 
وكذلك 0 = ()نه صنا » إذن 1= “ع = (ه)/ صا . فالمستقيم 4 ذاته مستقيم مقارب للخط 


r a ®) 24+ +00 


البياني 6 في جوار 00+ . 


5 2 بت 
التابع » اشتقاقي على ۸» إذن / اشتقاقي على . ولأ 2ط = (م)/بء إذن 
(a +1‏ 
UT €‏ 
ا )2( f(2) = u (e‏ . 


فإشارة (:)”/ تمائل إشارة 2 -1 الذي ينعدم عند 1- = » و 1= #ء وهي موجبة بين الجذرين 


./0( =e? = Veg (اع)/‎ 


براقم 


وسالبة خارجهما. كما إِنّ 6/+/1 - 


9 






































" يمكننا إذن وضع جدول التغيرات الآتي للتابع /: 


ملك 1+ 1- 
¬ 0 3 0 - 


1 يذ وله #7 “Ne‏ 


مماسا € في (//1,1-)4 و /٤(‏ ,8)1 يوازيان محور الفواصل (0 = (1)'/ = (1-)'/). وفي 
النقطة (21/)0,1» ميل المماس 1 = (0)/ = 270 فالماس يوازي منصف الربع الأول ومعادلته 








1+ = ه. نرمز إليه بالرمز ۸. 
" نرسم 4 ولك ومماسي © في 4 و ٠8‏ ثم نرسم الخط 0 محققاً صفات / المدروسة. 























4ه تدرط 
© ليكن © الخط البياني للتابع / المعرف على 1 وفق 2 =| = (مار. 
© احسب (5)/ صنا و (2)/ ”نا . استنتج معادلة كل مقارب للخط البياني 6. 
© ادرس تغيرات / ونظم جدولاً بها. أشر إلى قيمة حديّة للتابع. 
© اكتب معادلة للمماس 7 للخط © في النقطة التي ينعدم فيها (ه)"/ . 
© جد إحداثيات النقطتين اللتين ينعدم فيهما ()”/» واكتب معادلتي المماسين ,4 و رك فيهما. 
© ارسم 4 و ,4 و ره ثم ارسم 6. 


© ۶ وو هما التابعان المعرفان على ۸ وفق (-6 + ”)< = (0)/ و( - ”)< = (0)و. و ١‏ 





هو التابع المععّف على ۸ وفق كو لضي كلد من ()"/ و (#)"'و. وأثبت أن ل = '۸. 


و 


١0 

















© مبرهنة 7 


مهما كان العدد الطبيعي ٠۸‏ فإنّه في جوار 00+ يكون ” مهملا أمام ”6. أي 
lim = +o‏ أو 0 = lim e‏ . 


ا 0-0 
الإثباءته 

في الحقيقة» رأينا أنّ الخط البياني للتابع الأسّي يقع فوق أيّ من مماساته. وبوجه خاص لدينا المتراجحة 
 < 1+ »#‏ أياً كانت قيمة » لأنَ 1+ = ر هي معادلةٌ للمماس في النقطة (0,1) من الخط 
البياني للتابع الأسيء» وعليه سنستفيد فقط من الخاصّة + < أ في حالة 0 < . 

لنتأمل عدداً موجياً 2 وعدداً طبيعياً 7» عندئذ 


0 0 0 q1 
( 


1 n + 1"1 





„ \m+1 
ک ع‎ (7) > 





2 
6 4 
> 


1 ب (n‏ 5 البو 


ولأنَّ +٥٥‏ = ٭ صا استنتجنا أن مہ+ = سے صنا. 


ممجديو "7 1¬00 


مهما كان العدد الطبيعي « فلدينا 
0 = نا سنا . 


موم-جو 


الإثباءهم 


9 نعلم أنَّ فود وك صتا » إذن 1١‏ مهمل أمام ته في جوار مه+» ورأينا أعلاه أنّ ± 


:2 1[ ممنجع 


مهمل أمام “6 في جوار 00+ . إذن 2[ مهمل أمام #ه في جوار 50+. ومن كم 


2 








فى [لتحقيفة هذ اينع من السدارلة ستيج ل O‏ يحالة اد 


1 2 xz دما‎ 


9 





احسب كلاً من نهايات التوابع الآتية عند 06+ : 
00 “ع ابن جرتع f:‏ 


e ©‏ ثم برج :و 





-]nz ©‏ تم جرن :مم 


© لحساب نهاية 4ج =( عند + تكب [1- 2 | = 0 - کے صتا 


3م 1م و عع 


استنتجنا أنّ د - كا صا . ولكن + = ع صا » إذن م- = (م)ر مطنا . 


2م |00++¬1 ممدج و ممدجع 


© لحساب نهاية “م ع = (م)و عند مو +ء نكتب (1- )ع = (بم)و. ولان + = دنا » 


مملجع 


لذن + = (ه)و صتا . 


© لحساب نهاية ١‏ ہ[- “م = ()۸ عند +۰ نكتب: 


قط راس - قط | م - م 





2 





6 32 e" 
1 5 1 2ه ., 1 ا‎ 
› نعلم أن 0= ے صز[ = كك يمنا » إذن 1= -1] معنا . ولان هب = تع صتا‎ 
2+ + 00 2+ + 00 3م‎ ++ TL ¬+ +00 3م‎ 


. lim A(z) = +o نستنتج أنَّ‎ 


مولدجروو 


6 حساب نهايات 


ادرس نهاية كل من التابعين / و و عند حدود مجموعة تعريفه. 
© ي fixie‏ 
2e" +1‏ 
e“‏ +1 





© 


© التابع / معرّفٌ على . 


. اim‎ /f)z( = مه-‎ E lim 7 = +o gy lim e“ =0 *" 


وتلحجح ور 8ب رن 





جا 9:3 


® مول = lim e”‏ ومه+ = 2ه صا » أمامنا إذن حالة عدم تعيين من النمط مه - 00+ . 


ون و ا۲ ا ا 
لإزالة عدم التعيين نكتب 8 .)e( = e" )1 - e‏ ولمًا کان 


lim e = +oo و‎ lim "عتم‎ =0 


مولجو ممدجع 





استنتجنا أن 06+ = (م)ر صاا . 





© و معرّف على .R‏ 


" في جوار ه-. 0 = ”6 سنا » إذن 1د کرو lim‏ . 


* في جوار 00+ . لدينا حالة عدم تعيين من النمط © . لإزالتها نكتب 
oo ١‏ 
2+e 7‏ > م ل 0)ت2ع 
١ - -‏ 0 = ()و. 
e“(e * +1) 1+e®‏ 
ولما كان 0 = 5 6 صا » استنتجنا اَن 2= (z)و‏ مضنا . 


00 ++ ون ا ب 


دراسة تابع وحلٌ معادلة 
لیکن 0 التابع المعرف على R‏ وفق 2س + * =e‏ ر(مال. ادرس تغيرات 0 وارسم خطه 
البياني © ثم بين أنَّ للمعادلة 0 = ()/ حلين في .R‏ 


E 


5 في جوار ه-. + = 5 © جنا ومه- = (2 - به) lim‏ . نحن أمام حالة عدم تعيين» 


06ج رن 0 - جر 


لإزالتها نكتب 2 -(”26 + e)1‏ = (5)/ . نعلم ُن 0= ze‏ imا‏ و + = 5ج صا » إذن 


ون -جديرة 


e)1 + e”) = +00‏ imا‏ . ومن تم مم+ = (ه)ثر صنا . 


1—+— 00 


" في جوار +٥‏ . لدينا 0 = 5 © صا و + = (2 - #) صتا » إذن ہ+ = ()كر صتا . 


2+400 ممدجع مودجح ون 
هذا يوحي بوجود فرع لا نهائي» وهنا نلاحظ أن *-م = 2+ 4 - ()ثر ومن تم 
وك ا ك رق م زور هذا 
مملدجع 0 جد 
e: .‏ ُن | تقب d‏ الذي معادلته 7-2 = 1 مقارب مائل للخط C‏ في جوار مه + .ثم 5 
=e * < 0‏ (2 - ه) Ye - Yq = f(z)‏ 
فالخط © يقع كاملا فوق المقارب 4. 
د التابع ر اشتقاقي على ۴ و 
(1- مم) مم = 1+ مم = .f'(e)‏ 
ينعدم (»)"/ فقط عند 0 = ٠١‏ وإشارته ثمائل إشارة 1- “© أي إشارة »» وهذا ما يتيح لنا وضع 
جدول تغيرات / الآتي : 
TT | 0 +oo‏ 
f )( - 0 +‏ 
ERS DET‏ 


لاحظ أنّ المماس في النقطة (1-,4)0 يوازي محور الفواصل ويقع الخط © فوق هذا المماس. 











2 














* الخط البياني: 
نرسم المستقيم المقارب 4 الذي معادلته 
وم دن. 
7" نرسم النقطة (1-,4)0 والمماس الأفقي فيها. 
5 نرسم © محققاً خواص / المتعلقة بالتناقص 
على ]0,هه-[ والتزايد على ]هه + ,0]. 
" حل المعادلة 0 = ()/: 
57 م مستمرٌ ومتناقص تماماً على المجال ]0,0ه-[ إذن ]مه+,1-[ = (]0,0ه-[)/ ولمّا كان 
]+ ,1-[ ع 0» فللمعادلة 0 = ()/ حل وحيد في المجال ]0,0ه-[. 
5 م مستمرٌ ومتزايد تماماً على المجال ]مه+,0] إذن ]مه +,1-] = (]مه+,0])/ ولمًا كان 
]+ ,1-] ع 0» فللمعادلة 0 = ()/ حل وحيد في المجال ]ده+ ,0]. 
وبهذا يكون للمعادلة 0 = ()/ حلآن في . 


جد نهاية كلٍ من التوابع الآتية عند 0: 
© 1+2 مرو :ثري و0عه. 























13 
© +| ه:و و 00+ = ي. 
3 





2/2 
@ مام :م و + = ي. 
2-1 


9 جميع هذه الحالات» من النمط .و حيث © و5 توابع للمتحوّل #» هنا نعود دوماً إلى التعريف 


1 exp (Db Ina) 


© في هذا المثال (()ه)معه = (م)م حيث [2 ۳ (و)ں. ونعلم أن 1 لتكلا" س 


+0 32 3 


والتابع الأسى مستمزرٌ عند الواحد إذن م = e“‏ صا = (ي)/ صنا. أي e‏ = #/ازه + .lim(1‏ 
اجن 0جبو 9 جيجه 


© نجري تغيير المتحوّل = = (م)سء ©"/'((م)» + 1) = (0)و. ولكن 0 = (2): 2ال » ووجدنا 


32 
أن م = “(ں + 1 )ناء إذن م - + lim‏ . 
0جس ىن 1 


مملدجع 


90 




















© لنحاول أن نجعل صيغة ۸ قريبة مما درسناه آنفاً: 














2/2 2/2 
2-1 2-1 
فإذا وضعنا ال“ = ( u)‏ کان > + )2(2 = وكان من َم 
2 (ه)نه 2u()+}‏ 
.h(2)( = 1 5 1 E‏ 





لما كان 06+ = E ml اim u)z(‏ صا و =٤‏ + صا » استنتجنا أنّ 
u u‏ 


مخ لجع ممدج د نر 0ە++¬u‏ 


9 
. lim ا‎ ق٣‎ 
u—¬+ +00 tL 


14+00 u—+ +00 





lim A(z) = lim | 3 3 


هذ تدر 
© ادرس نهاية كل من التابعين / و و عند حدود مجموعة تعريفه. 
© تع صص] - f(z)‏ مه 1- گ = (بماو 
e” +1‏ 
© ليكن © الخط البياني للتابع ‏ المعرف على ۸ وفق ©( - 3) = (»). 
© ادرس تغيرات /. 
© اكتب معادلة 4 مماس الخط © في النقطة التي فاصلتها تعدم (2)”/. 


© ارسم في معلم واحد المماس 4 ثم الخط 6. 





© جد نهاية كلٍ من التوابع الآتية عند 0: 











2+1 

a = +00 © 1 a =1 0‏ )رم 
1 

f(z) = 2xe”, a = +00 © f)»( = = 1 a= 0 © 

f(a) = e” ممرممد عدو ,3+ تمد‎ © f(2) = 5 2 a = +00,-00 © 

f(r) =2: 1+ 5م‎ a= مه‎ © f= 38 +2) a= مو-رومه+‎ © 

f(2) = e a= +oo,0,-00 © f()= (e-1) a=0,+00 © 





© دراسة توابع ون النوط 07 جرت (1<0) 


إذا كان 4 عدداً حقيقياً موجباً تماماء كان “"”ء = ”م, التابع الأسي مه هو تابغ من هذا 
النمط يوافق الحالة الخاصة © = ه. لنرمز إذن إلى التابع ”م ب ى بالرمز ,م2» ولنسمّه التابع 
الأسي بالأساس 4. 

لاحظ أنه في حالة 1 - ه» يمثّل التابع ,مه التابع الثابت 1 ب . لذلك سنعتبر فيما يأتي 
العدد ۾ موجباً تماماً ومختلفاً عن 1. واستناداً إلى التعريف يكون *”ع = (م) رمعده» فهو إذن 


من الشكل ںا همعد حيث ہ۵ ہاج = (ند)»:. 


5. مسق التابع الأسي بالأساس » ودراسة تغيراته 


چ مبرهنة 9 
أياّ يكن العدد الحقيقي م من ]مه +,1[ ل ]0,1[» فالتابع ,مه المعرف على 1 وفق 
7 = (نه) رمه اشتقاقي على ۸ ويعطى مشتقه بالعلاقة ,2< (0م1) = وُمعه . ينتج من ذلك 
أن ,مع متزايدٌ تماماً في حالة 1 < 4» ومتناقصٌ تماماً في حالة 1 > ۾ > 0. 
الإثباءهم 
لمّا كان ع = (بم) رمع حيث 114 = ()». وكان ں اشتقاقيّاً على ۸ ومشتقه مما = (ه)'» 
استنتجنا من المبرهنة 6» أنّ ,0ه اشتقاقيٌ على 1 وأنّ 
(Ina)exp,(z)‏ = (م)ومي»ه 
أياً يكن » من 12. 
ولمّا كان 0 < *ه» كانت إشارة (#)/م<ه ممائلة لإشارة ©م1. إذن 
57 في حالة 1 < م» 0 < اء فالتابع ,مه متزايد تماماً على 8 . 
7 وفي حالة 1 > ۾ > 0» 0 > 1ء فالتابع ,مه متناقص تماماً على 8 . 


لنرمز إلى الخط البياني للتابع ,0< بالرمز ,6. ولنلاحظ أن 1 = ء = (0),م2» ٠»‏ فالخط البياني ,0 
يقطع محور التراتيب بالنقطة (۸)0,1 . 





حالة 1 < ي حالة 1 > ۾ > 0 
ا كن جار امود لديا دكي جرال جوت انين 


lim a" = lim ممد — مساتع‎ lim a = lim e“ ™“ مح‎ 


موسجيو 00 —+—43 00 —+—43 مح-ج ديو 


ومحور الفواصل مستقيم مقارب للخط ,0 في | " وفي جوار +٥‏ لدينا 


lim a = lim جوار مه-. 0 — عاتم‎ 


a ودح‎ 


" وفي جوار +٥٥‏ لدينا ومحور الفواصل مستقيم مقارب للخط ,0 في 


lim a = lim عطاتع‎ = +oo 


. +00 ا جوار‎ ê 
متناقص تماماً على . ومنه‎ EXP, متزايد تماماً على 1. ومنه أ ا التابع‎ exp, التابع‎ 0 
جدول التغيرات الآني: جدول التغيرات الآتي:‎ 


e 


نجد في الشكل الخطوط البيانية ,© الموافقة لعدّة قيم للعدد »: 























5 مات 


© في حالة عدد حقيقي + موجب تماماً ومختلف عن 1. عرّفنا في وحدة التابع اللوغاريتمي التابع 
,0 المعرّف على ۸ وفق الصيغة ل = (),عم1ء فما العلاقة مع التابع الأسي بالأساس ۾ 
الذي رمزنا إليه ,معرء؟ 
في الحقيقة» أياً کان 0 < ے كان ے ‏ الع ب (تارعهاهساى = ()رعه1 ه ,مه . وفي حالة » من 


.log,o لدينا ۾ = ا | = (نه) رمعت‎ R 
Ina Ina 


2 























نستنتج مما سبق أن ,© هو التابع العكسي للتابع ,0 فخطاهما البيانيان متناظران بالنسبة إلى 
منصّف الربع الأوّل ۸ الذي معادلته م = ن. 


بوجه خاص» التابع ”10 + ت : ورمه» هو التابع العكسي للتابع اللوغاريتمي العشري ع10. 


8 هناك خاطة تناظرية مهمة هى الخاضنة اة ال الحطية 
البيانيين ,0 و,./© متناظران بالنسبة إلى محور التراتيب. 
زو /1) ے السام ے (مسل )رمام ے اتم ے قي 
فنظيرة النقطة (11)2,045/ من ,0 بالنسبة إلى محور التراتيب هي 
النقطة (* (1/0),:-)'11 من ,© . 


درس ابيع 


ادرس تغيرات التابع / المعرف على 8 وفق +١25‏ = (5)/ء وارسم خطه البياني 6. 


استناداً إلى التعريفء لدينا 6712 = ()/ عند كل عدد حقيقي :د. 
1 


" في جوار -٥‏ لدينا ال = ()م حيث :(2ہ1) = (ت).ه. ولما كان 
: 7 























مه = u)z(‏ صنل و0 = ue“‏ صلل 
استنتجنا أنّ 0 = lim f(z)‏ ومحور الفواصل مقارب للخط © في جوار 0ه-. 
" في جوار 00+ لدينا 60+ = () صا ٠‏ 
" التابع / اشتقاقي على 1 ولدينا 
x e"? = e (1 + z1n2) = 2(1 + zln2)‏ روا + f(z) = e”‏ . 





إذن إشارة (») تماثل إشارة 5122 + 1 الذي ينعدم فقط عند کش دي رع هذا الل 
n‏ 
1 
له ا 
In2 In2 eln2‏ 
" جدول تغيرات / 
1 
+oo‏ 8 ن 42 
a E 7‏ (»)/ 
مد ي يلت هھ E‏ 






















































































ا 50 
0 بسط كتابة كل من العددين 3سا 3 = ۸4 و21۳4 = .B‏ 


© حل في كل حالة المعادلة أو المتراجحة المعطاة: 
© 71-3 © "4= 37 © 4< "3 
Ê <4 ©‏ © 522 > 5-5 © 3 3 
3 8 عب 958 
© فيما يأتي حل كلا من المعادلات والمتراجحات المعطاة 








© 2511-3-0 4# و0> 2211-83 سل 4. 

,2551- 10225 +12 < 21و0‎ -10x× 2° +12 = 0 © 

© 7= 204325 3217 و 7> .3F"+2xX37‏ 
© ليكن © الخط البياني للتابع / المعرف على 12 وفق * 2 = (بم)ر. 

© ادرس تغيرات /. 

© اكتب معادلة 4 مماس الخط 0 في النقطة التي فاصلتها تعدم ()"/ . 

© ارسم في معلم واحد المماس 4 ثم الخط 6. 


© جد التابع المشتق لكل من التوابع الآتية: 


2 


© مدهي © 3= fa‏ © تمد مر 
© حل في 8# جملة المعادلتين: 
x3 =9 (1)‏ "3 
(2) 43 = 3+ تق 
© إذا علمت أنَّ 0 < ۾ و 0 < ا » فهل صحيح أنّ »مان - "ای ؟ 


ليكن / التابع المعرف على 18 وفق “-2.+ = (2// . ادرس تغيرات / وارسم خطه البياني. 


© ليكن © الخط البياني للتابع / المعرف على 1 وفق 25*15 45 = (ممار. 
© ادرس تغیرات ‏ ونظم جدولاً بها. 
© ارسم 6. 
ليكن / التابع المعرف على ۸ وفق 2 × (:ه -1) = (7/)2 . ادرس تغيرات / وارسم خطه البياني. 





© معادلات تفاضلية بسيطة 
6 . ممردات جدددة 


أن نحل على مجال 7 المعادلة التفاضلية ره = /0[,1 = ») بالتابع المجهول 7ء هو أن نعثر على 


جميع التوابع / الاشتقاقية على 7» والتي تُحقق في حالة » من 7» العلاقة ()/ره = (8)/ . يُسمَى 
مثل هذا التابع حلا للمعادلة التفاضلية ره = ان . 


6 . حل المعادلة وه = “ره فى حالة 0 عد » 


7 مبرهنة 10 


إنّ حلول المعادلة التفاضلية ,هه = ”:,(0 عد ») على » هي التوابع :م ا ب : ,بر حيث / 

عدد حفيقي. 
لباوت 
من الواضح أولاً أن كل تابع من النمط / هو 8 للمعادلة التفاضلية لأنّ 

f(z) = ake" = af,(z) 
وبالعكسء لنتأمّل تابعاً / معرّفاً على 8 يُحقّق المعادلة التفاضلية» ولنعرف ”)ر حا 4 : و. عندئذ‎ 
يكون لدينا ما يأتي:‎ 
(نه)'و‎ = f'(z)e 2 + f(z)(-a)e* = (f(z) - تلت ( مايه‎ = 0 

إذن و تابغ ثابتث على ۸ لأنّ مشتقه معدومٌ عليهاء وإذا رمزنا بالرمز ۸ إلى قيمة هذا الثابت استنتجنا 
أن a‏ 


© دیب 
أياً كان (:,,) فيوجد حل وحيدٌ ر معرّف على 1 للمعادلة التفاضلية بيه = /ن,(0 ع ه)ء 
یحقق ول = (20)/. 
الإثباءهم 
في الحقيقة» إن أي حل / للمعادلة التفاضلية المعطاة» هو من النمط 6م ب + : /»ء بقي أن تُعيّن قيم 
8 التي تجعل رن = (رت)» أي رن = ”۸ أو 0“ من = 8. وهنا نجد أنّ قيمة واحدة للعدد / 
وفقط واحدة هي التي تحقق المطلوب إذن “عر م : : // هو الحل الوحيد المنشود. 


- 





7 مبرهنة 11 


إِنّ حلول المعادلة التفاضلية 6 + ره = 'ر,(R‏ © 0,0 عد ») على » هي التوابع 
0 


9, : 3 > “كوم‎ — — 
a 


حيث ۸ عدد حقيقي. 
الإثباءهم 
من الواضح أولاً أن كلّ تابع من النمط ,م هو حل للمعادلة التفاضلية 8+ ره = ان لأنّ 


. 0 
(نه) ,و‎ = ake“ - 1086 35 3 = ag, +b 
a 


ووالكين: لتنا نل e O EON ET a E‏ 
a‏ 
عندئذ يكون لدينا في حالة عدد حقيقي » ما يأتي: 
f(z) = g'(z) = ag(z) + | = af(z)‏ 
إذن / حل للمعادلة يه = اء فهو إذن من الشكل “عم جام حيث ۾ عددٌ حقيقي» أو 
0 


(سايو = * - ۴ = (ه)و. 


هذ تدر 
© حل المعادلات التفاضلية الآتية: 


3y ©‏ = ان © 0 = ريه دان 
2y' + 3y = 0 © 3y' = 5y ©‏ 


© في كل حالة عيّن حل المعادلة التفاضلية الذي يحقق الشرط المعطى: 
2y ©‏ = 'ن» والحل f‏ يحقق الشرط 1= (0)/. 
© 0 = 5 + “روء والخط البياني 6 للحل يمر بالنقطة (2,1-)4 . 


© 0 = 20 + “نء وميل المماس في النقطة التي فاصلتها 2- من الخط البياني للحل يساوي 


بر راقم 


© حل المعادلات التفاضلية الآتية: 
3y =2 © y' =2y +1 ©‏ دن 
2y + 3y -1 = 0 © 2y = y-1 ©‏ 


"" الخطان البيانيان للتابعين 1١‏ و مه متناظران بالنسبة إلى المستقيم الذي معادلته م = ل. 
"!ا يساعد التابع مزه في حل المعادلة »د1 = ن بالمجهول م: ام = :وج : ما ع ن. 
تك هو العدد الذي لوغاريتمه يساوي :” = 1.٠‏ أياً كان 8 © . وفي حالةٍ خاصة 
e =1‏ كما أن ۾ = *هام في حالة 0< ۾ 
"" أساسيات التابع الأسي: 
57 © عددٌ حقيقي أياً يكن العدد الحقيقي » وهو موجبٌ تماماًء ثم إِنَّ 1 = ء. 
"1 0< بوجه] < ge‏ 0 > روج ] > .e”‏ 
exp 5‏ متزايد تماماً على .R‏ 


. lim e = +oog lim e =0 1" 


مو جع 00 +¬ 
"" التابع مده يساوي تابعه المشتق: مه = 'p×ه.‏ 
مجموعة تعريف التابع (#اناى با هي مجموعة تعريف التابع (z)ں‏ جا 4. 
" التابع مع يفيد في تعريف قوة حقيقية ( قد لا تكون أعداداً عادية ): 


bina 


.)( » هو‎ >0) a = expblIna) = e 
قواعد العمليات على القوى الحقيقية منسجمة مع متيلاتها على القوى الصحيحة.‎ "" 
. کے ہنا‎ = +٥ مهما كانت « فإنّ ”:د مهمل أمام “ع في جوار مه +أي‎ - 


gp"‏ ممدجدع 


i 
منعكسات يجب امتلاگها.‎ f 


" لتبسيط عبارة أو تحليلها إلى مضاريب» تذكّر أنَّ "(”6) = ""ء. 

" تذكّر أنَّ "6 لا ينعدم وهو موجب تماماً أياً تكن العبارة ». 

"ا لحل المعادلة ”م = “ع أو المتراجحة (©”م < “مء نحل المعادلة (ته)ن = (ه)» أو 
المتراجحة u) z(‏ < (ه).. 

"" تذكر أنّ أية قوة موجبة ل مهملة أمام > في جوار ٠+٥0‏ ولذا 


€ 4 
مل+ ح حك صتا و 0ح - صا . 
"م ممدجيوع 7م ممدجيوع 





وهذا مفيد عند حساب النهايات في جوار مه ل. 


9١| 





لحساب نهاية التابع م م +جام:ثر عند مه +ء نكتب (ے -2)1 = (نتاثرء ولان 


6 


2-0 صا » إذن 1-1 دنا . ولمًا كان +٥‏ = ع صتا » استنتجنا أن 


3م 00+ +4 3م g++‏ مو دجيو 


. lim f(z) = +o 


ا و 
" للبحث عن النهايات في جوار هه-» ضع م = » ثم ابحث عن النهايات عندما تسعى » 
إلى 0ه+. 
إمفال ) لحساب نهاية التابع + 5م جاجع :عند مم-» نضع - = ں فيكون 00+ = u‏ اا 


ويكون »ا - “ع = (ي). وبناءً على المثال السابق» لدينا 00+ = (يه- “ع) صتا » إذن 


u +00‏ 
)z( = +00‏ صتا ٠‏ 
في حالة ©" = (م)ر» لمعرفة إشارة ()"رء ادرس إشارة (جم)لن. لأ 7“ء(م) س = (م)"/ 
و 0< ™ع. 
" تذكّر أن «”0 » هو "ع حيث مم1 = ()». والتابع "ى م 2 : ثم في الحالة العامةء له 
تابع مشتق معطى بالصيغة 0)(١1200”7(‏ = ()”/ عندما يكون س اشتقاقياً. وفي حالة 


.f(») = Ina‘ a" وک( قصوهيا نکن‎ 


"" لا ترفع عدداً سالباً إلى أس غير صحيح» فعلى سبيل المثال ليس للرمز ”(2-) أي معنى. 
"" لا تعتقد أنَّ مشتق التابع ”0 = (5)/ هو ”04 = (5)”/ لأنَّ » هو أس القوة. 


۴ لا تعتقد أن “ع = ثم ب “ع. 





ا 3 0 
نشاط 1 إحاطة العدد النيبري © 
نهتم في هذا النشاط بإحاطة العدد النيبري ع باستعمال متتاليات» ونهتم بسرعة تقارب هذه المتتاليات. 
0 إحاطة العدد 6 
يكن + اتام السرت كى وما باصي و2 ا ا 


© ادرس تغيرات التابع ٠‏ واستنتج أنّ » > ( + 11)1 في حالة 1- < :. 
© ليكن + عدداً طبيعياً أكبر أو يساوي 2. 


م ا 1 5 ب 1- 5 
0. تحقق أن 55 وان ]10,1[ » وان لل عنصر من |1,0-|. 
































1+7 
O 00 0‏ استنتج أن 
۾ 1 + 1| ها ومن ّم <e‏ 00" 
n n n‏ 
n+1 1 1‏ 
2 > دا ومن ند 5ك 1 و وأخيراً ۾ < ے14 . إذن 
REI RE UM‏ رع 1 5 
n n+1‏ 
sexs +‏ 1+2 )*( 
n n‏ 








© ليكن ” عدداً طبيعياً موجباً تماماً. وليكن و و ۸ التابعين المعرّفين على [0,1] وفق 


البو 














1 
0 مو وسور © = (نه)و 
g1‏ 
hz) = g(z) +6 *‏ 
n(n!)‏ 
۾. ادرس اطراد كل من التابعين و و ۸ على [0,1]» واستنتج أنّ (1)و < 1 < (۸)1. 
. استنتج أن 
1 1 1 1 1 1 1 
SS O oS‏ 
n! n-(n!)‏ !2 !1 !2 !1 
© تطبيق 
00000 عم ا 1 1 1 
لنتامل المتتاليتين (n>1‏ ف (U, n>1‏ الاتيتين: + FS n‏ ال حك 
> > 5 


© فف املاع ودؤت و بالاماد على ل 
n n‏ 





© انشع من ا دع و اى الان افطل لساب قري اله + 
MAN:‏ 


0 








7 رتا تسا 


@ فى کلٍِ من الحالات الآتيةء احسب التابع المشتق للتابع 1 على المجموعة I‏ المشار إليها. 











I = 0,+ol, f(2) =e ©" ح [ ]| © تدم‎ 1, f(z) = تو(م2 - ثم)‎ 0 
FR ae © در‎ 8, f= (2-s +e © 
1 
I= R\{O}, f(a) = ge” © | ع‎ - 2, f(a) = 0 - © 
1+ ع‎ 7 
I = 10, + ,]مه‎ f(a) = e" I=R, f(z) = Indl +e”) © 
I=R, f(z) = عم[‎ — e" +1) I=R, f(z) = (sinz + cosz)e © 





© 6 هو الخط البياني لتابع 7 معرف على R‏ وفق ” 5(6 + بده) = (ه)/ » حيث 0 و6 عددان 
حقيقيان. اعتماداً على ما تجد في الشكل: 


© احسب قيمة كلٍ من a‏ و6. 


الكبرى للتابع Ff‏ 
© أثبت أن محور الفواصل مقارب للخط © في جوار م0 +. 





























© وح fee‏ © 5م[ جاجم رو © إت2م- ]إجاجع :م 
00 د دک 


© ما نهاية / عند كلٍ من طرفي مجموعة تعريفه؟ 


1 
تم + 1 





- رمال 


© ادرس تغيرات / وارسم 6. 
© و هو التابع المعرف على 18 وفق - 
16 
رسم الخط البياني للتابع 9 انطلاقاً من 6. 
O‏ في الحالات الآتية بيّن أن الخط البياني © للتابع / المعطى على 18 يقبل مُقارباً مائلاً 4» 


عيّنه وادرس الوضع النسبي لهذا الخط بالنسبة إلى 4. 
f =4-1+e™* ©‏ ©*م1+4+س- f)‏ © تمم +2 + - f)‏ 


= ()و. أثبت أن (م)/ = (ت)وء ثم استنتج 





00002 


























© بن أن الخط البياني © للتابع ر المعطى على ۸ بالصيغة (” + 12)3 = (5)/ يقبل خطين 
مقاربين أحدهما أفقي والآخر مائل يُطلب تعيينهما. 
@ يكن ٤‏ الخط البياني للتابع / المعرف على *1 وفق = (مال. 
© لماذا المستقيمان ,4 الذي معادلته 2 = ي ويه الذي معادلته 3- = ي مقاربان للخط 20؟ 
© ادرس تغيرات / ونظم جدولاً بها. 
© اكتب معادلة المماس 7 للخط البياني © في نقطة تقاطعه مع محور التراتيب. 
© ادرس وضع © بالنسبة إلى 7. ثم ارسم في معلم متجانس ,4 و يه و 7 و6. 
© يكن ٤‏ الخط البياني للتابع /, المعرف على ۸ وفق ”1(6 -#) = ()/ . ادرس نهايات التابع 
عند أطراف مجموعة تعريفه» وادرس تغيرات / ونظم جدولاً بهاء ثم ارسم 0 
© ليكن © الخط البياني للتابع / المعرف على 1 وفق م  -‏ ع (»)/. 
© جد نهاية م عند أطراف مجموعة تعريفه. 
© بيّن أنّ المستقيم 4 الذي معادلته »- = ن مقارب للخط 0؟ 
© ادرس تغيرات / ونظّم جدولاً بهاء ثم ارسم 4 و ٤‏ . 
© نيكن 6 انعط ا قان # ارت بعلي وق سكب +1-ه = (مال. 
© جد نهاية م عند أطراف مجموعة تعريفه. 
© أثبت أنّ المستقيم 4 الذي معادلته 1- ى = ي مقارب مائل للخط ٤‏ في جوار مه+. 
© أتبت أنّ المستقيم /4 الذي معادلته 3 + ى = ر مقارب مائل للخط 6 في جوار مه-. 
© ادرس تغيرات / ونظّم جدولاً بها. 
© اكتب معادلة المماس 7 للخط البياني © في نقطة تقاطعه مع محور التراتيب. 
© ادرس وضع © بالنسبة إلى 7. ثم ارسم في معلم متجانس 4 و '4 و7 و6. 
© ليكن / التابع المعرف على 1 وفق 4-2 - “26 = (مم)م. 
© جد نهاية م عند أطراف مجموعة تعريفه. 
© ادرس تغيرات / ونظم جدولاً بها. 
© استنتج من © أنّ للمعادلة 0 = ()/ جذرين» أحدهما يساوي الصفر. 
© نرمز إلى الجذر الآخر للمعادلة 0 = (// بالرمز» . أثبت أنَّ 1- > ۾ > 2-. 
© ادرس إشارة (»)/ تبعاً لقيم :. 


2e” -3 


3م 








م يمومه 
@ ماساتمشركد 


ليكن ,© و ,0 الخطان البيانيان للتابعين الأسي «×ه واللوغاريتمي «1 بالترتيب. أيقبل هذان 
الخطان مماسات مشتركة ؟ 

92 نحو الحلّ 

4 لنرسم الخطين ,م6 و ,© ثم لنتأملهما. كم مماساً مشتركاً لهذين الخطين برأيك؟ حاول أن ترسم 
مماسين مشتركين أترى غيرهما ؟ 

4 لنتأمّل مماساً ,7 يمس ,€ في النقطة (“,4)0.» ومماساً ,7 يمس .0 في النقطة (0سا,ة)8» 
0 < 5. ثم لنبحث عن الشروط على 0 و 0 التي يجب أن يحققاها كي ينطبق المستقيمان ,7 
ف 

1. اكتب بالصيغة 0 = + + رم + :مه معادلة للمستقيم و7 وأخرى للمستقيم ,7. 
2. أثبت إذن أنّ العبارتين الآتيتين متكافئتان: 





-1 1 

© المستقيمان 77 و ,7 منطبقان © مم دعوو ك1 دم 
a +1‏ 

0 me 





€ ئی أغلينا شعرفة لے کان شة عد ق و نکی 2 ے و ا تل هذه المعاطة جرا 


a +1‏ 
هذا يدفعنا للتفكير بدراسة التابع / المعرف على (1-]21 وفق س - م = (۾)/. 
A‏ 


1. ادرس تغيرات / ونظم جدولاً بها. 
2. استنتج أنّ للمعادلة 0 = (5)/ حلين فقط ,» و ره. 
3. أثبت أنّ 


2 ا حلت دار في حالة i‏ 2غ 
4 


ٿم بين ان و0 = ,0 ٠‏ 


تابع التو 


ليكن » عدداً حقيقياً غير معدوم. نهدف إلى دراسة التابع ,۶ المعرّف على +٥]‏ ,0[ بالصيغة 
.P() = °‏ 


2 





92 نحو الحلّ 
4 تذكر أن e۶‏ = (نم) 2 فالتابع ,۶ من النمط (©)”م ب د حيث :ہا = (نه)ن. 
1. عيّنء تِبعاً لإشارة ٠»‏ جهة اطراد التابع ٠»‏ واستنتج جهة اطراد ,7 . 
2. ادرس تبعاً لإشارة © نهاية ,7 عند طرفي مجموعة تعريفه. وبيّن أنه في حالة 0 < » يمكننا 
أن نعرّف 0 = (2,)0 فنحصل على تابع مستمرّ على ]مه+ ,0] في هذه الحالة. 
1 لندرس اشتقاقية التابع ,2 . 
1. أثبت أنّ ,2 اشتقاقي على ]مه+,0[ وأنّ ,_ 2م = /2 أو كما جرت العادة أن نكتب 
a1‏ = 'لكنو) . 
2. نفترض أن 1 > » > 0. وأئنا عرّفنا في هذه الحالة 0 = (2,)0 . احسب نهاية نسبة التغير 


للك اقلم د زوم درو عه الفش» ماذا قم + 


32 
3. أعد السؤال السابق في حالة نفترض أنّ © > 1. 

8 أثبت و۶ = رط ه ,۶ . وبوجه خاص 05 هو التقابل العكسي للتابع ,۶. في حالة عدد 
طبيعي موجب تماماً 0 نسمّي التابع ,ر٨‏ تابع الجذر من المرتبة ٠»‏ ونرمز عادة إلى "/أنه 
بالرمز » فيكون »ا ما ى التقابل العكسي للتابع ":ه م ى المعرّفين على المجال ]مه+ ,0[. 

© مقارنة تابع القوّة بالتابعين الأسّي واللوغاريتمي. 

Inz 


1. أثبت أنّه في حالة 0 < به يكون 0 - س صز[ و 0 = lim (2° nz)‏ 


0 ممدجيو 23+0 


2. أثبت أنه في حالة 0 < به يكون مهد = صا و 0= lim (*e*)‏ . 


و أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 
قُدُمأ إلى الأمام @ 


حل كلا من المعادلات أو المتراجحات الأنية: 





E ©‏ © م+1- + e‏ 
e” [1‏ 6 
© 5 < 2م 55 4e2*‏ © 0 ب 1 _- (e‏ _- 3ع 
© 0 = لجموع ‏ 421 ر 32+1 © 2- € 
2+ تم 1+ e2‏ 
© 0 = ع2 د 3*1 - ع 








© في كل حالة آتية» جد الحل المشترك لجملة المعادلتين. 


5 اح الت اق 5 لذت نوكن 1 ع دن دنه ْ 
€ € 


2 +3 2 
sS 1y = -2 2e” +e =4 +e 


© ليكن 6 الخط البياني للتابع / المعرف على 8 وفق (* e‏ - )< = (2)/۔ 
© 4. بيّن أن التابع / فردي» ادرس تغيرات / وارسم 6. 
7. اكتب معادلة المماس 4 للخط © في المبدأء وادرس الوضع النسبي للخط © والمستقيم 4. 
© . لیکن "۳ عدداً حقيقياً. أتبت أنّ للمعادلة f(x) = m‏ حلاً وحيداً في .R‏ لیکن ٠ن‏ هذا 
الحل. 


In (m + Nm? +1(‏ جح يوه 


© يكن 6 الخط البياني للتابع / المعرف على (1510 وفق |إصا+ ”© = (2)/. وليكن و 
التابع المعرف على 1 وفق 1+ “6< = (ه)و. 
© ادرس تغيرات و واستنتج إشارة لكك على .۸٠)0[‏ 
© ادرس تغيرات ثم وارسم الخط 6. 
© أثبت أنَّ المعادلة ” = ()/ تقبل حلين مختلفين أياً يكن 70 من 12. 
© ليكن © الخط البياني للتابع f‏ المعرف وفق (1 + “م ”)ہ1 = (تم)ر. 
© تحقق من كل من المقولات الآتية: 
. / معرّف على 12. 
(. يكتب (5)/ بالصيغة (* e * +e‏ - 1)صاح 2 = ()/ . 
©. المستقيم 1 الذي معادلته :2 = ر مقارب مائل للخط 6. 
ف الخط © بقل هناما وخا خش هاا محون القراضل, 
© ادرس تغیرات ‏ ونظم جدولاً بها. 
© اكتب معادلة المماس 7 للخط البياني © في النقطة التي فاصلتها 0 منه. 
© ارسم كلا من 4 و و 2». ثم ارسم © في المعلم ذاته. 





ليكن / التابع المعرف على المجال ”8 وفق (دصاح e)3‏ = (تم)ر. 


© ادرس تغيرات (2)"ر”م جام : و. 


أدرين كيرف النايع: ۶ السعرفة على 0 11- اة |9 = )1 راسم كفل 





4 


البيانى. 


7 


[(© اين 6 هو الخط البياني للتابع / المعرف على 12 وفق (1+ “)ما - (2)/. 
© . جد نهاية f‏ عند مه- وعند 0+ . هل يقبل الخط © مقاربات غير مائلة؟ 
0 أثبت أن (1 + “)صا + مه = ()'. 
©. استنتج أنَّ الخط © يقبل مقارباً مائلآء وليكن 4» في جوار مه-. 
© انرس تغيرات: ار وقظم جدولاً بها کے ارم قن مغلم واس 0 اث 6 
© نرمز إلى نقاط © التي فواصلها 0 و1 و1- على التوالي بالرموز 4 و8 و2. أثبت أنَّ 
مماس © في 4 يوازي المستقيم (87). 
© عدمسي 
نتأمّل التابعين ”م ا ي : ثم وم دا : ي» وخطاهما البيانيان ,0 و في معلم متجانس 
( 7 ,0;1). يقطع المستقيم المرسوم من (1)70,0. موازياً محور التراتيب الخطين ,© ور في ۸1 
و 27 . بالترتيب. 
© ارسم ,© وي . 
© نرمز بالرمزين 7 و ر7 إلى مماسي ,© ور في 1 و78 بالترتيب. اكتب معادلة لكل من 
و (1. واستنتج أَنَّ ,7 و 7 متعامدان. 
OP EG‏ و وي ا A‏ هه 
7م ل e"‏ "7ج ل e"‏ 
© لتكن النقطة 7 منتصف القطعة [147]. 
. احسب» بدلالة ٠”‏ إحداثيي النقطة 1. 
7 جد 1 المحل الهندسي للنقطة 7 عندما تتحول 70 في . 
©. ارسم مجموعة النقاط 7 في المعلم الذي رسمت فيه الخطين © وي©. 
هاه أحسبه دة و مركيات التعافين. مرو صقر 


اسكتت أنّ | تقيم (15) مماس للخط '1 في النقطة [» وأنّ الطول 42 ثابت. 








© ابحث عن نهاية كل من المتتاليات م,(,») الاتية: 








2n —n 
u, = In(2 +e") © ا = ,ا © 3 = ,ا‎ 0 
(1 + n) e" +3 
1 2n E 
u, = 1+ © u, = ne" -1( © u, =e "™ © 
n 


© انی سالرت 1 
ليكن ‏ التابع المعرف وفق 2-1(6# + ”م) = (ه#)م . ولتكن م = f‏ و "م = f2‏ وا 
A ans‏ النقزالية aS Fa‏ 
© احسب ()۵/ و ()20م . 
© . أثبت أنَّ م( a, +b,‏ + 2( = )2( مع ۳2 ره = وريه و ,۳ ,0 = 0. 
0. استنتج أن ,ه و ,5 أعداد عادية. 
© في هذا السؤال نريد كتابة ره و ,5 بدلالة . 
». أثبت أنّ المتتالية (,ه) حسابية. استنتج كتابة ره بدلالة 7. 


n 


«. تحقق من أن ,» + ره +۰۰۰ + ر_,ه + ,به = ,1 (أیاً يكن 1 < «) ثم استنتج كتابة 


© لتكن (7) المعادلة التفاضلية 0 = 3y‏ + /:2. عيّن جميع حلول (5). 
© لتكن (') المعادلة التفاضلية 1+ ”± = 3y‏ + 'ر2. 
*. عيّن كثير حدود من الدرجة الثانية / يُحقق المعادلة ('). 
ط. بيّن أنه إذا كان و حلاً للمعادلة (/) كان ثم - م حلاً للمعادلة (8)» وبرهن بالعكس» 
أته إذا كان م/ - و حلاً للمعادلة (5) كان و حلا للمعادلة (/). 
». استنتج جميع حلول المعادلة التفاضلية ('5). 
© نتأمّل المعادلة التفاضلية (/72) : 2-5 = 3y‏ + /ن. 
© عيّن العدد » ليكون التابع -6» + حلا للمعادلة التفاضلية (5). 


© ليكن ٠‏ العدد الذي وجدناه في ©» وليكن و تابعاً اشتقاقياً على . نعرّف التابع 
مم - (ه)و جه : ۸ أثبت أنّ التابع و حل للمعادلة التفاضلية (⁄)» إذا وفقط إذا كان 
۸ حلا للمعادلة التفاضلية (7) : 0 = 3y‏ + 'ن. 
© حل المعادلة التفاضلية (7)» واستنتج مجموعة حلول (7). 
00 يكن ” عدداً طبيعياً أكبر أو يساوي 2. 
40 جل المعاذلة التفاضلية 0 الآثية: 0 و ر 


ا. نتأمّل المعادلة التفاضلية (2) الآتية: ا /و. عين عددين ۾ وم 
n(n +1)‏ 


ليكون التابع 5 + ده = (»)و ب : المعرّف على ۸ حلا للمعادلة (2). 
. © أثبت أنّه ليكون تابع 7 معرّف على 1 حلاً للمعادلة (2) يلزم ويكفي أن يكون و - ۸ 
حلا للمعادلة (1). 
© استنتج من ذلك حلول المعادلة (2). 
© ومن بينها عيّن تلك الحلول / التي تحقق 0 = (0)/. 
© نتأمّل التابع ,/ المعتف على 1 بالعلاقة "/#م - +1- .f()‏ 





n +1 

». ادرس إشارة // » واستنتج جدول تغيرات التابع ,/. أثبت على الخصوص أنّ التابع ,/ 
يبلغ قيمة كبرى /13 موجبة تماماً يطلب تعيينها. 

. أثبت أنّ الخط البياني ,0 للتابع ,/ يقبل مقارباً مائلاً ,4. أعط معادلة للمستقيم ,4 . 


وارسم كلا من و0 و©). 








التكامل والتوابع الأصلية 


€ التواع الأصلية 
@ عض قواعد حساب النواع ا صاية 
© التحامل الْحدّد وخواصه 


© التكامل الحدد وحساب المساحة 








التكامل أداة 0 تة تفيد في العديد من الجالات التطبيقية والبحتةء في 
الميكانيك: إذا عرّفنا المَوّة 00 في نقطة مادية بدلالة 0 يمكننا انطلاقاً من 
بذلذلة ال 0 مكلداة درن مكنا بعرقة كا دافن 


بإجراء تكامل نعيّن مركز ثقل جسم وعزم عطالته حول حور ومساحة سطحه 
وحجمه. ويإجراء تكامل نحسب عمل قوّة متغيرة تنتقل على مسارء ويإجراء تكامل 
نحل العديد من المعادلات التفاضلية التى تصف العديد من الظواهر الفيزيائية. 


اودر نا د ري يد التوابع الأصلية؛ حساب 
الأصلي لتابع السرعة. 


إن إحدى أهم إنجازات هذه النظرية في القرن التاسع عشر إثباتها وجود تابع أصلي 
لكل تابع مسقر على مجال؛ بالطبع هذا لا يعني بالضرورة إمكان حساب هذا التابع 
الأصلي بدلالة التوابع 0 الأخرىء فثلاً يوجد للتابع “2م جد به تابع أصلي © 
على جموعة الأعداد الحقيقية ولكن نبرهن أنه لا يكن التعبير عن © بدلالة التوابع 
المألوفة» ومع ذلكء لم يمنعنا هذا من حساب قيم ® وجدولتها. 


- 





التكامل والتوابع الأصلية 


© التوابع الأصليةّ 


1 . تعرس وقواعد 
© تعرينه ! 
ليكن / تابعاً معرّفاً على مجالٍ 7 . نقول إِنَّ التابع 7 تابعٌ أصليٌ للتابع / على المجال 7 إذا 
وفقط إذا كان 7 اشتقاقياً على 7 وكان (:)/ = ()"7 في حالة ‏ من 1. 
لاود وو و ۴ تابخ أضلى للتابع 2+ f:‏ على 12. 
" 1+ تن ا بج :۳ تابعٌ أصلي للتابع #وة باهم f:‏ على 8. 





+ ب » : 7 تابخ أصلي للتابع ماه :ل فلن ھھھ اء کلت کل وا 
" ووز جر 2 : # تاب أصلي للتابع + + :۶ على المجال اف 
"" (2 )صا جه : 7 تابعٌ أصلي للتابع و على المجال ]0,0ه-[. 
۳ 3 + 1م ب بن : ۴ تاب أصلي للتابع "م بم :ه : “رعلى المجال ]0,0ه-[. 
إن معرفة تابع أصلي لتابع على مجال كاف لمعرفة جميع التوابع الأصلية لهذا التابع على هذا 
المجالء رها ما #صتحة السيرفتة الأقية: 


© مبرهنة 1 


ليكن / تابعاً معرّفاً على مجالٍ 1. وليكن 7 تابعاً أصلياً للتابع /, على المجال 7» عندئذ 
© كل تابع م + ()5 + + : ©» حيث + ثابتٌ حقيقيٌ» هو تابعٌ أصليٌ للتابع / . 

© أي تابع أصليٌ © للتابع “رء على المجال 1ء هو من الصيغة 8 + ()”7 = ()© حيث / 
© أياً كان ,نه من 1 و رن من 18» فيوجد تابغ أصليٌ وحيدٌ © للتابع /» معرّف على المجال 


1ء ويُحقّق ول = (رنه)©. 





© إذا كان ”7 اشتقاقياً على 7 وكان م = "/ء كان من الواضح أنّ © اشتقاقي على 1 وأنّ 
G' = f‏ 
© وبالعكس» إذا كان © تابعاً أصلياً للتابع / على 7 استنتجنا أن 

فح اب زر ع =F‏ اواك (GP‏ 
فالتابع 7 - © تابعٌ ثابتٌ على 7 لأنّ مشتقه معدوم على هذا المجال» فإذا رمزنا إلى هذا الثابت بالرمز 
م تحققت الخاصة المطلوبة. 
© توول المسألة إلى تعيين الثابت / بالشرط / + (مه) = ((:ه) © = رن أي 

k = yo = F(z=o) 

فالتابع ون + (ر»)۳ - () جم به : © هو التابع الأصلي الوحيد للتابع / على المجال 7 الذي يُحقق 
0 = (ونه) 0 . 
9 في معلم متجانس (0,7,7)» إذا كان © الخط البياني للتابع الأصلي () م ٣:4‏ للتابع 


/» أسمينا © منحنياً تكاملياً للتابع /» وعندئذ ينتج المنحني التكاملي ,© الموافق للتابع الأصلي 
+ (ه)7 جه : 7 للتابع f‏ من © بانسحاب شعاعه 87. 


التابع ”2 - بج جارج : ار تابع أصلي للتابع و2 - توق جارج : ثم على 
8 . يُبِيّن الشكل المجاور المنحني التكاملي © للتابع / الذي يمر بالمبدأ 
(0)0,0» ومنحنياً تكاملياً آخر ,0 ينتج من الأول بانسحاب شعاعه 7/. 


عيّن التابع الأصلي الذي ينعدم عند 1 = للتابع 1+ 2 - 32 جاب : م المعّف على . 


من السهل التيقن أنّ م + 12 - 3ه ب ي : م تابع أصلي للتابع / على ۰8 إذن يأخذ كل تابع 
أصلي آخر © الصيغة )+++ E‏ ”نه ع ()6© حيث 6 ثابث حقيقي. التابع الأصلي المنشود 
ينعدم عند 1  -‏ وهذا يفيد في تعيين قيمة الثابت ۾ : )+ 3= م +1 + *11- 1= ()© ح 0ع 
أي 3 - ي + 12 - ى = (:ه)© هو التابع الأصلي المطلوب. 




















2 


























انك المرسة ا 


تعد المبرهنة الآتية المبرهنة الأساسية في نظرية التوابع الأصلية» ولكن إثباتها خارج عن إطار هذا 
الكتاب. 


© مبرهنة 2 


لیکن / تابعاً مستمراً على مجال 7 . عندئذ يوجد تابع أصليٌ ”7 للتابع f‏ على 1. 


تابع اللوغاريعم البييري 


تنگر أن عرّفنا «1 بأنه التابع الأصلي الوحيد للتابع 2 ما ۾ على 8 الذي ينعدم عند 1 = . 


إنبات أن تابعاً تاب أصلىٌ 
© أثبت أنّ التابع 2ل ب » : 7 المعف على ]مه + ,0] تابعٌ أصلي للتابع + جم به : ر 


على المجال المفتوح ]هه<+ ,0[. 
© أيكون ”د تابعاً أصلياً للتابع Nau‏ جرع فر على إمه-+ ,0]؟ 


HI 


© علينا التحقق أن 7 اشتقاقي على ]00+ ,0[ وأنّ ()/ = ()”” في حالة ۾ من ]مه ,0[. 
التابعان #/ه ما د و جم به اشتقاقيان على المجال +٠٥]‏ ,0[» فجداء ضربهما كذلك ومنه: 

2 1 
3 2 
© لا يمكن اعتماد المناقشة السابقة في حالة المجال ]هه+ ,0] لأنَ ءل ب ى ليس اشتقاقياً عند 
الصفر. لذلك نعود إلى تعريف العدد المشتق ونكتب: 


دن 


إذن 0 = (م)؛ سنا فالتابع ۳ اشتقاقي عند 0 و(0)/ = 0 -(7"0. نستنتج مما سبق أنّ 7 


اشتقاقي على +٥]‏ ,0] ومشتقه / على هذا المجال» فهو إذن تابع أصلي للتابع , على ]0ه+,0]. 


رض كيف ننبثُ أن تابعاً ۴ تابعٌ أصلي لتابع عر على مجال 1؟ 


3a = a = f(a)‏ + ول 2a‏ + ملم = (مام 


يكفي أن نثبت أنّ 7 اشتقاقي على 1 وأنّ ()/ = ()"”7 أياً كانت » من 1. 


2 














© في كل من الحالات الآتية» تحفّق أنَّ 7 تابع أصلي للتابع / على المجال 1. 




















f(x) = tan” x 0‏ ره ح F(z) = tana‏ ]| ك[ 
f(z) = cosz — zsinz ©‏ رد 05 ند = I=R, F(z)‏ 
(2)4-1 1 
© د = رمال ب اح شه | I= 0, +oo|, F(x)‏ 
و 1 
2-1 1- 
وھ 2-2 - بيار T=, FS ٠‏ 
كام ملح د مم ر 
f(x») = Inz ©‏ نه — +oo|, F(x) = xlnz‏ ,0 کڪ 
1 
I= 1, +oo|, F(z) = In(lnz), f) = ©‏ 
zin 2:‏ 
-ln(1+ e), f(a) = Û 9‏ هه = F(a)‏ غات 
تم +1 
Fa F(z) = 2Ne*, f(z) = e“ 6‏ 
© في كلٍ من الحالات الآتية» تحقق أنّ 7 و © تابعان أصليان للتابع / نفسه على المجال 1. 
_- 2 _- 2 
و اک 2 و ي أمورام 
2-1 2-1 
1 
© نه F(z) = tan”‏ = (ه) © ,|2 +,ع-]|-[ 
O‏ ( 1 ]1 
7+ 32 - ”2 2-9 + 4- 
© جح ڪڪ > F'‏ ڪڪ ڪڪ 6 5 5 تل 
ري 0 اا 
2 
0 کک دك 10 در 
a” +1‏ ( 2 + 21 
© نه F(z) = sin”‏ ,:ه همه - 2 = G(z)‏ حر 





© أيكون التابعان 7 و © الآتيان تابعين أصليين للتابع / ذاته على R؟‏ 


. G(x) ع‎ sinz - 3sin 2 gy F(x) = ته صزة 2 - (3)صتة‎ 








© بعض قواعد حساب التوابع الأصلية 


3 التوابع الأصلية لبعض التوابع المألوفة 


تفيدنا النتائج المعروفة عن اشتقاقيّة التوابع المألوفة في ملء الجدول الآتي» الذي نجد فيه التابع 
الأصلي ”7 للتابع # على المجال 1. 


1 جا‎ COST 


1 


cos 2 





1 


sin 2: 





z+ faz +b) 

















1u E COS 


3 H+ Sinz 


1 + tans 
جرم رو‎ — 027 


(6+ 37 جا 
0 





|0, + مه‎ 
lo 0 


أمه + ,0| 


مه + ,0| 
]0 .”| 


R 


R 


R 


E E rk) 


78 r(k + | 


I 





7 عدد صحيح 


» عدد حقيقي لا يساوي 1- 


0 عد ه» و # تابع أصلي للتابع / 





جدول بتوابع أصلية لبعض التوابع المألوفة 


6 






































تقودنا العمليات على التوابع الاشتقاقية» وتعريف التابع الأصلي إلى الخواص البسيطة الآتية: 


© مبرهنة 3 


© إذا كان و ©» بالترتيب» تابعين أصليين للتابعين / وو على مجال 7» كان 6 + 7 
تابعاً أصليّاً للتابع و + / على المجال نفسه 1. 

© إذا كان ”7 تابعاً أصلياً للتابع / على مجال 7» وكان ۸ عدداً حقيقيّاً كان ۸7 تابعاً أصليّاً 
للتابع /2 على المجال نفسه 1. 


عل کت ااا كان رو کن R؟‏ 


يكفي حساب تابع أصلي لكل حد من حدوده» ثم نجمع هذه التوابع الأصلية. 


ليكن / كثير الحدود المعرف على 1 وفق 3- :2 + 6# - 4 = ()/ . نهدف إلى حساب 
تابع أصلي للتابع / . لمّا كان كل حدّ من النمط ”يه ب ى يقبل تابعاً أصلياً على ۸ من النمط 


n+1 


وک بم مء استنتجنا أنّ 3 د 2ے + 213 - كن جا ۾ : ۴ تابع أصلي للتابع / على . 


بس حساب توابع أصلية 


في كل حالة من الحالات الآتية» جد تابعاً أصلياً 8 للتابع / على المجال 7: 
1 








I=R, f(z) = sin z ©| 1[=|-o,0|, f)e( = ج‎ ® 

1 = |0,+o0|, (= 5 ®| I=R, Seles © 

© بك - تم - زمار f(z) = tan z ©| 1= |0,+oo|,‏ ,|3+,3-| در 
© هنا + = (ممم. فيكون 2-2-4 لت بره : # تابعاً أصليا للتابع / على المجال 


22 0-2 3+1 
|00,0-|. 
© نكتب 2 - 2 = (۵)/» فيكون Fa ab eine‏ تابعاً أصلياً للتابع ۶ على 


o هه‎ 
TT 








© كما في الحالة السابقة نستفيد من الدساتير المثلثاتية لنكتب 
sin 42‏ = 6 لقي - 8# — f(z) = > (sine + 2) - sin(5x‏ 
فيكون e067 + e0‏ ما ے :۳ تابعاً أصلياً للتابع /, على .R‏ 


© نكتب #ع روات زمار فكون 5 - ہ31 + ب : 7 تابعاً أصلياً للتابع f‏ على ]هه+ ,0[. 
7 


ان 1 اي .ا LL‏ 
© نكتب = = رهارء فيكون. -+ 2 م لاي ا يت 
1 على ]هه + ,0| . 
© نكتب 2-1 صھ† + 1 = ()رء» فيكون ± - 2 tan‏ جرجن F:‏ تابعاً أصلياً للتابع # على المجال 
Et‏ 
2. قواعر عامة 


يلخّص الجدول الآتي حالات مختلفة لاستعمال قاعدة اشتقاق تابع مركب في إيجاد صيغة تابع أصلي. 
في كل حالة التابع » هو تابع اشتقاقي على مجال 1. 








7 2 ظ ملاحظات 

0 1 7 عدد صحيح لا يساوي 1- 

“1 ار E‏ ك على( 

/ 

U 

کا 2u‏ 0 < » على 1 

/“ Vu 
att 

] على‎ u < به و0‎ € 10,-1( uu 
a +1 

1 على‎ u» <0 Inu u 
Fed In(-u) 

e“ ue“ 


—CcOSuU | usin u 


Sin u u COSU 














9 بوجه عام إذا کان ”7 تابعاً أصلياً لتابع ۽ على مجال 7 وكان » تابعاً اشتقاقياً على مجال 


2 





























حساب توابع أصلية 


في كل حالة من الحالات الآتية» جد تابعاً أصلياً 8 للتابع / على المجال 7: 








1 = |1, +oo|, دمر 2-8 |ه© خلقة - م‎ 5 
[= 1, +oo|, کڪ‎ 0 © I=R, f(a - xve © 








© هنا نلاحظ أنه إذا وضعنا 5 + نه - 2ه = (ت)نه كان (2 - )2 = (:ت)'ه ومن ثم 


4 ا 
وعليه يكون !1121 ب ۾ تابعاً أصلياً للتابع / على 1 أو /(5 + مه - م) = (م). 





© هنا نضع 3 + 2 = (8)» فيكون - زمار ولأنّ 0 > » على ]|3-,مه-][ = 7 استنتجنا 


أنّ ))3 + م) )ها = )3 - 21n(-z‏ جره : F‏ تابع أصلي للتابع ‏ على ]3-,مه-[. 

© هنا نضع 4+3 - ”4 = ()0 وهو موجبٌ دوماًء فيكون = 1 ولأنَ 0 < u‏ على 12 
11 

استنتجنا أنّ (3 + 2 - ”)دا = (ء)» دا د » : 7 تابع أصلي للتابع f‏ على 8. 


@ هنا نضع مجدداً 2-1 = (©)ءه فيكون 1= (2)'» و ں + 1 - » ومن ثم 


20 + uz) +1 _ 3 u )( 
e E 


ولأنّ 0 < » على ]مه + ,1[ = 7 استنتجنا أنّ 2 + (1 - )ہ31 = 2 + ((ے)u)ہ31‏ + ے : 7 تابع 
أصلي للتابع ثم على ]مه+ ,1[. 
© نضع ”4 = (»)» فيكون م :)0( = (#)مر» إذن 3 ر جا »:۳ تابع أصلي 


© نضع ا = ():» فيكون 0 = (ماثرء و0 < u‏ على إمه+ با[ إذن (#سل)صا جاه : ر 


تابع أصلي للتابع # على ]مه+,1[. 


+2 














© في كل من الحالات الآتية جد تابعاً أصلياً للتابع (»)/ 4 : / على المجال 1. 


f(a) = 8» + 62” -2: +3 © 














f) = 6‏ 
E 0 5 0 ©‏ د و1 
0 = )م 
0 0 دك 
0 خب = مر 
f) = 3 5‏ 
0 للك = مير 
9 للد = مر 
0 تلك - مار 


I=R, 
I = |0,+oo|, 
I = |—-0,0|, 
I = |1, + ]امه‎ 
I = 1-رمه-]|‎ 
I = |1,+oo|, 
کو۲‎ 
I = |0,+oo|, 
I = |6,2ه-]‎ 
1I = ]3,+oo|, 


© في كل من الحالات الآتية جد تابعاً أصلياً للتابع (»)/ م 4 : / على المجال 1. 








f(a) = cost»: @| ادع‎ f(a) = cos 32 0 
f(a) = cot» @| باد‎ f(a) = جوم قوم‎ © 
f(a) = cots @| 1 - ,]كة ,كز‎ f(z) = tans 3 
/) = |ه حلي‎ =o, مر‎ = Jar =1 هو‎ 
f(2) = = 0) م‎ 1 f(a) = za +17 © 





I=R, 
I = 10,7] 

I = 101 

ا -| = 1 
|3 ,3 -[ = 1 





© التكامل المحدد وخواصہ 
3. تعرف التكامل الحدّد لتابع مسسّمرعلى مجال 


7 مبرهنة وتعريؤم 4 
ليكن / تابعاً مستمراً على مجالٍ 7» وليكن 7 أحد توابعه الأصلية على هذا المجال» وليكن »۾ 
وة عددين من 1. عندئذ لا يتعلّق العدد ,| ()5] = (۴)۵ - (7)0 بالتابع الأصلي المُختار 
للتابع / . نسمّي هذا العدد التكامل المحدد للتابع م من © إلى 5» ونرمز إليه بالرمز 


0 0 
Jimar si f1 
إذن‎ 


Jf = F®- م"‎ = | F(®) 








حيث ”7 تابع أصلي ما للتابع / على 1. 
إذا كان 6 تابعاً أصلياً آخر للتابع / على 7» ؤجد عددٌ حقيقي # يحقق ۸+ (م)”/ = ()© أياً 


كانت 2 من ۸. وعندئد 














فقيمة '[()5] لا تتعلّق بالتابع الأصلي المُختار للتابع /ء لذلك يمكن اعتمادها تعريفاً للتكامل المحدّد 


7 


للتابع / من © إلى 5. 

09 مَك 

* عندما نكتب 0(4)"] فإنَ هذا المقدار لا يتعّق بالمتحول » ولذلك يمكن أيضاً أن نرمز إليه 

e 50 0 ء٤‎ 0 ء٤‎ 0 

7 | أو )0 | أو ومنه جاء الترميز | عند غياب الحاجة لذكر صيغة قاعدة 
ربط التابع /ر. 

إذا كان / تابعاً مستمراً على مجالٍ 7» وكان » عدداً من 1. كان التابع Fis ff‏ 
المعزف على 7 هو التابع الأصلي للتابع / على 7 الذي ينعدم عند ۾ = #م. 


e 





2 


0 2» - 14 = 


الب 


به سابع 








T 


1- 1 1 1 1 6 1 
3 _ £ = زو ہو“ - ا = (cos22z)dz‏ 


1 
r 2 3 2 6 2 2 2 2 4 
12 








3 
1. 
12 


4 


3 
ل 


2 





4 
dz = مسقا‎ -1( | = 3ln3 - 1صاة‎ = 3123 © 
2 


J 2e” dz =‏ 
3. خواص التكامل ادد لتابع مستمرعلى جال 


نجد في المبرهنة الآتية بعض الخواص البسيطة والمهمة من الناحية العملية. 
© مبرهنة 5 
لیکن / و و تابعين مستمرين على مجال 7» وليكن 0 و6 عددين من 7» و2 عدد حقيقي. 
عندئذ تتحقّق الخواص الآتية: 
© وأ +1 f‏ =+[ 
© ]ددهم ]. 
b‏ 0 
© م إ- د ل. 
الإثباءهم 
© في الحقيقةء إذا كان 7 و 6 بالترتيب تابعين أصليين للتابعين f‏ وم على 1ء كان 6 + 7 تابعاً 
أصلياً للتابع و + / ومن قَمَ 


J t+ =[F +e] = (F® + زمه‎ = (Fe) + 6(0) 
= (F() - F(a)) + (G(0) - ©)0( 


0 0 
O 


ونبرهن بالمثل النقطتين © و ©» وهذا أمرٌ نتركه تمريناً للقارئ. 


1 
e" = نم اع‎ - e-1 © 
0 











ت 


2 





چ هبرهنة 6 (علاقة شال 5عآقهدك) 


ليكن /, تابعاً مستمراً على مجال 7» ولتكن » و( وه ثلاثة أعداد من 7» عندئذ تتحقّق 
الخاصة الآنية: 
كل ]جنل 
الإثباءهم 
إذا كان 7 تابعاً أصليّاً للتابع /, على 7»ء كان 
)17 - (م)7 + +r} = 17) - F(a)‏ رمد رأ عل 
=[F| = ff‏ مم - رمم - 


و ے 


ا علاحظة : يمكن تعميم علاقة شال بسهولة على مجموع أي عددٍ منته من نقاط المجال 1. 


حساب تكاملات محدّدة 


في كلّ حالة من الحالات الآتية» احسب التكامل المحدّد 1: 


7/6 1 
ک1‎ J cos zd © [= J Je + Daz 6 
2/2 1 


2 


© =| = © سحام 


© نلاحظ أنّ التابع المُكامل م يُكتب بالصيغة 1(5/2 + ) = (1 + م)ل, = (ه) فله تاب أصلي 





+ م2 جا » : اء ومن ثم 


1 


2 + 5/21 = 225/2 0 = 2 
5 5 5 


-1 


1 
I= J (e+ 1de 


-1 





© نلاحظ أنّ التابع المُكامل / يُكتب بالصيغة )005(22 > + = همه = ()ر فله تابغ أصلي 











7 ه‎ sSin(22») 
gg gs 
ومں لم‎ > 5 9 1 
7/6 5 7/6 
ا[ حل‎ cos” :09ب‎ = E 
2/2 2 4 2/012 
7, sin(r/3) 2 3ل + 5 (12)7/6ه‎ 1 
12 4 24 4 24 8 8 











© هذه هي المرّة الأولى التي نصادف فيها تكامل تابع يتضمّن قيمة مطلقة. نلاحظ أنّ 0 > 1- ”ي 
على المجال [0,1] وأنَ 0 < 1- ”ى على المجال [1,2] إذن 


= صم | + مله - ال = مها هع 


2 


)1 - 200 + e — dz 


1 


2 
= 2 














1 


© التابع المكامل ۶ هو سك = ()/ و 0 > 0-83 على المجال [0,2]. إذن هو يقبل تابعاً أصليا 
5 


( -212)3 بج : ۸ على المجال [0,2]» وعليه 


2 
= 23 
0 





2 
9 
ه- 8)ه2] = da‏ حل 
(-3) 0 





قار ميات لكان تيه 


@ مبرهنة 7 


نتأمّل تابعين » وه قابلين للاشتقاق على مجال 1. نفترض أنَّ المشتقين » و« مستمرّان على 
7 . عندتذء أَيَاً كان العددان ۾ وط من 7 كان 
سكل - امس د J-0‏ 
الإثباءهم 
في الحقيقة» لمّا كان ).٠00(' = ں٠» + ٠.“‏ استنتجنا أن 00 تابع أصلي للتابع “.نه + ں٠‏ “يه 


على المجال 7غ وعليه 
0 


J (ucu + uo) مس ]د‎ 


وبالاستفادة من المبرهنة 5 نستنتج أنّ 
0 0 
f (w-0) = [uo]‏ خوسنم J‏ 
وهذه تكافئ العلاقة المنشودة. 


1 


احسب التكامل المحدد J sea‏ كل 
0 


2 





بوجه عام لحساب تكامل تابع مكوّن من جداء ضرب تابع أسي وكثير حدود نلجأ إلى التكامل بالتجزئةء 
حيث نسعى إلى اشتقاق كثير الحدود بهدف تخفيض درجته. لنوضّح هذا الأمر: هنا للتابع المُكامل ر 
الصيغة ”ع = (5)/ وعلينا أن نكتبه بشكل جداء ضرب تابعين: ()'ن(تم)» . فنضع 


اشتقاق 


براه مهد هاه هد من 
بع أصلي ا = (تند)نه 1= 5 


. 1 0 لماع 
وعندئذ استناداً إلى عبارة التكامل بالتجزئة يكون لدينا f )0000( = ]00[' - f )//٠0(‏ أي 


1 1 














f (eas‏ - | م = متعم ]ل 
فت ربد | س 
3.. حساب تكامل بعض النوابع الكسرية 
ستكتفي .بذراسة مكال التوابع الكسرية يد ب :ر حيث 4 كثير حدود» و 8 كثير حدود من 


الدرجة الثانية» واحدي (أي إِنّ حذه المُسَيْطر يساوي 22)» وله صفران حقيقيّان مختلفان. أي يوجد 
عددان حقيقيان مختلفان * ور بحيث (:- 6( -) = (2)0. نهدف إلى حساب | - 1 
حيث ۾ و 0 عددان من أحد مجالات المجموعة 8R),‏ . 
الحالة الأولى: نفترض أنّ 1 > 4ع16. هنا نعبّر عن كثير الحدود (»)4 بدلالة كثيري الحدود - به 
و وآ - » عن طريق تعيين ثابتين ۸ و س يحققان 

A(z) = A(z — r) + هامر‎ - 1y) 
بالصيغة‎ f نعرّض مثلاً = ت فنجد س٠ ثُمّ نعوّض ,+ = 2 فنجد ۸.عندئذ يُكتب‎ 


الب كد سور 

وتؤول مسألة حاب ل کا إلى نات تكامافت مالرقة لدينا: 

ا د < يوون لري قبمة إقليدية كير الكود 4 على 2ء فة 
4(z) = Q(z)B(z) + R(z)‏ حيث 1 > deg R(z)‏ 


+ (»)@ = () ۰ ولكن حساب ٩‏ أمر يسير لان © كثير حدود» وحساب J‏ 


R(z) 
B(») 


يؤول إلى الحالة السابقة. 





وعندها 











انان ناي FSG O Ea‏ اندها أذ 


2-2-2 
التابع / تابع مستمرٌ على [1,2-)# . لنفترض أننا نرغب بحساب التكامل المحدّد 
1 1 
1 1 
U‏ | دږ | =1 
eS‏ 2 


ا ا 5 1 
لنبحث عن ثابتين ۸ وم يحققان :(2 - :)س + (2)5+1 = 1. بتعويض 1- = 2 فنجد تعد ير 


سرض 2 = # فنجد ‏ = ۸.عندئذ يُكتب / بالصيغة 
1 1 1 2-2_1- جم 1 
1+م 3 2-2 3 )2-(1+( 3 
وعليه» لأنّ ا 


- زمار 











1 1 
1 1 
[= [| [= = 3-7 dz 
| بيج‎ rL em 
1 1 1 1 
= =“ In(2—- 2 - ا‎ +[ 
3 ( J 3 ( 
و = ا ا‎ 
3 3 3 


نهدف إلى حساب 
E 2+1‏ 
FE Ll‏ 
2z +1‏ 
a +82 +2‏ 
التابع f‏ تابع مستمرٌ على .R١)-1,-2[‏ 


لحساب 7 نبحث عن ثابتين ۸ و ى يحققان :(2 + )م + (1+ )۸ = 1+ 2. بتعویض 1- = 2 


هنا نتأمل التابع » f:‏ لمّا كان (2 )1+ 2) = 2+ :3 + 2ه استنتجنا أنّ 


نجد 1- = /رء ثُمّ بتعويض 2- = 4 نجد 3 = ۸.عندئذ يُكتب / بالصيغة 
(z + 2( 3 1‏ - )1+ 3)2 


E (zx +1)(z + 2( 2+2 +1 


وعليه» لأنّ 0 < 1+ x‏ و0 < 2+ ى على المجال [0,1] استنتجنا أن 
1 1 1 
f 1 dz‏ نمه 1 ]:- هلف ]| =1 
2+1 0ن 2-2 نل a F-2‏ 


1 1 27 
- | n(z + 1| = 3ln3 - 412 = ln — 
0 16 











> 3 n2 + 3( ١ 


2 














نهدف إلى حساب 
ew‏ 
و ]| در 
3-2 2 
as A6‏ لتا 32 2 توي 5 خا 35 2 | E‏ أ 
هنا نتأمل ١‏ 2 0 كان (2 - )(1 + 2) = 2 - 3 - 255 استتتجنا أن 
- 3ن — 1T‏ 


درجة المقام أمكننا فسمة إقليدية للبسط على N‏ انجد 


42 - 32 = )2 + 3)22 - 3 - 2( + 102 + 6 











10z + 6 3:‏ و 
زه ٢‏ ووت رومخ 3 
3-2 - 22 (ت) 
1 
10z + 6‏ 
زول بلطتت | + 2z + 3dr‏ | = 1 
9 :زوق جب 1 1 
f ry‏ + امو+ثم|- 
3g‏ تن 2 0 
2 
لحساب ل نبحث عن ثابتين 2 وم يحققان : (2 - )س + (2 + ۸)2 = 3 + :و5 . بتعويض 1- ح نع 
1 26 
نجد -- = ۾ تم بتعويض كات كا عندئذ 
1 1 1 26 _(2حهاخ- 2 ها _ 5+3 
1+هس 5 2-2 5 )2 - سما + ه) 1 تن 
وعليه» لأ 0 < 1+ ى و0 >  -2‏ على المجال [0,1] استنتجنا أن 
1 1 1 
5z + 3 _ 246 1 1 1‏ 
1 | = اد 
Ga‏ 0 ¬2 03 
1 1 
و - 3 | O‏ 
5 5 0 5 0 








وبالعودة إلى 7 نجد قم - 2مك 4 - 1. 


ت لماذا افترضنا المقام واحدياً في حالة التوابع الكسرية المدروسة؟ 

* ألا يمكن دوماً الرجوع إلى هذه الحالة بالقسمة على أمثال 2 في المقام ()5 

* عندما يكون المقام ()28 واحدياً يمكننا أن نكتب (:-)(- ) = ()8 حيث 7 ور هما 
صفراه الحقيقيان. 

















وص كيف نستفيد من طرائق حساب التكامل المحدّد لحساب تابع أصلي؟ 
إذا كان م تابعاً مستمراً على مجال 7» عندئذ نحسب (7)4 به حيث 


= f f= f fu 


حيث + عددٌ متبّت (ولكن كيفي) من 1. فيكون ۳ تابعاً أصلياً للتابع f‏ على 1. 


ليكن التابع م1 ب : : / المعرّف والمستمر على ]00+ ,0[ = 7 . عيّن تابعاً أصلياً للتابع / . 


نختار على سبيل المثال العدد 1= ه من 1. ونحسب 1(4 )ر = f © dt‏ =( )۴ . نعلم أنّ 
مشتق التابع اللوغاريتمي تابع بسيط لذلك نفكر باستعمال المُكاملة بالتجزئة بحيث يجري اشتقاق هذا 
u(t) = Int | v(t) =1‏ 
+ ع u(x») =1/t | u(t)‏ 








وعندئذ استناداً إلى عبارة التكامل بالتجزئة يكون لدينا )0( u v( = [uo - f‏ )| أي 
1 32 7 3 
Int)dt = tint - | 1-1‏ = 
٤‏ ر 1 n‏ ا )2 


= مما‎ - f dt = مما‎ - +1 





إذن # - »ہا جم ب تابع أصليٌ للتابع م[ + على المجال ]همه+ ,0[. 


هذ تدر 


© احسب التكاماقت القتية: 


2 27 
هزه لل حدال‎ - 1| © [= J :دل 25 وم 2 - 2 له‎ 
-1 
5 
وللتشة صر‎ 4 K = je ع‎ 2( © 
3 3 —1 
T/4 
N= | O M = J tanzde © 
0 COST + SIN 2: 7/6 








© احسب التكاملات الآتية باستعمال تكامل بالتجزئة. 


6 























J (e Decossds © [= J amad 0‏ حا ل 
1 8 
J asin(an)dr © K = [ere dz ©‏ =1 
0 0 
N= J e sinade © M = Je coszdzs ©‏ 
0 0 
مساعدة: احسب 4 و N‏ في أن معا 
© جد تابعاً أصلياً للتا بع (2)/ جا f:‏ علي المجال [. 
I=R, f(z) = z-sin2z: © I= R, f) - z-cosz ©‏ 
© لح I = |0,+oo|, f(a) = a -lnz © I=R, f)‏ 
-sin2: ©‏ 2ه = I=R, f(a) = a” -cos3: © I=R, f(z)‏ 
© جد تابعاً أصلياً للتابع ()/ ب ± : / على المجال 1. 
21نم 4 دب 
32 2-1 
@ = مر ,|23-|=1 |© = f)‏ ,|10-|=1 
6ن a”‏ نو + a‏ 
(a + 2 2 7:89‏ 





ملاحظة: التكامل الأخير ليس من النوع الذي درسناه بل هو أبسط من ذلك! 








التكامل المحدد وحساب المساحمّ 


© مبرهنة 8 


لیکن / و و تابعين مستمرين على مجال 7» وليكن 4 و5 عددين من 1. 

© إذا كان 6 > »» وكان 0 < / على المجال [5,ه] كان 0 < | . 

© إذاكاق أ وموكاق وت طن جال ان كان و 
© لیکن ٣‏ تابعاً أصلياً للتابع ‏ على 1. التابع ()” + تابعٌ متزايدٌ على 7 لأنّ مشتقه / 
موجبٌ على هذا المجال» نستنتج من تزايد ٣‏ أنّ (7)0 < (۴۵» أي 0 > F(a)‏ - مام =1 J‏ : 
© بتطبيق الخاصة © على التابع (و- /) نستنتج أن 0 < (و- )| - و"] -۲ »وهي 
الح المويدوةد 


في حالة 0 < 5 تتحفق 0 ن المتراجحات 


03 0 
= و هلمعب‎ ES و‎ sinb <D 


في الحقيقةء نعلم أنّ 1 > 054 أياً كانت 4» إذن عملا بالمبرهنة السابقة يكون لدينا في حالة 0ا > 0 ما 


ياي 
1 7 7 
ك sinb = J costat < J1‏ 
0 0 
وبتطبيق ثان للمبرهنة السابقة نجد المتراجحة الثانية 
5 0 1 
ب كت J sintat < | ta‏ = مومع -1 
0 0 


ثم بتطبيق ثالث للمبرهنة ذاتها نجد المتراجحة الثالثة 
0 


b—sinb = | )1 cost)dt 1-5 کے‎ 
0 0 





ليكن / تابعاً مستمراً على مجال 7» وليكن » و( عددين 
من 1. نفترض أنّ ه < 5 وأنّ 0< على [5,م]. 
عندئذ J1‏ يساوي مساحة السطح المحصور بين محور 
الفواصل والخط البياني ,© للتابع ‏ والمستقيم ,ك الذي 
معادلته ۾ = والمستقيم ,0 الذي معادلته ا = 4. 


الإذبااه (ىترك لقراءة ثانية) 


في الحقيقة» لنعرّف التابع (#)5 ج1٤‏ :$ المعّف على 
[۵ ,4] ويقرن بكل عدد + من [0,5] مساحة السطح المحصور بين 
محور الفواصل والخط البياني ,0 والمستقيم ,4 الذي معادلته 
۾ = ت والمستقيم ,0 الذي معادلته + ح 4. 





ليكن 0  <‏ عندئذ نظراً إلى استمرار التابع / عند + من ]4,5] يوجد عددٌ 0 < 6 بحيث يكون 
+ ()/ > («)ر > ء - ()/ في حالة 6 > + - u»‏ > 0. وهذا يقتضي أنه في حالة 6 > ۸ > 0 
يكون المقدار (5)4, - (۸ + )5 الذي يمتل مساحة السطح المحصور بين محور الفواصل والخط البياني 
,0 والمستقيمين ,4 و ,4 أكبر من مساحة المستطيل الذي يعينه محور الفواصل والمستقيم الذي 
معادلته + - ©)/ = و والمستقيمين ,4 و ,ك أي «(2 - ())» وأصغر من مساحة المستطيل الذي 
يعينه محور الفواصل والمستقيم الذي معادلته + + (4)/ = ن والمستقيمين ,4 و ,ك أي 2 + ()/). 
إذن في حالة 6 > ۸ > 0 يكون 

(f(t) - e)h > S(t + رط‎ - S(t) < (f(t) + e)h 


<€ 


(0) 


)(& - 1 كلا وي کو ا اح 8 0 n S+‏ 
h407 h¬40"‏ 


عند كل + من [0,ه[. إذن 5 اشتقاقي على [4,5] و / = '5 على هذا المجال. نستنتج إذن أنّ 5 تابع 
1 5 59 0 . 1 7 
أصليٌ للتابع ‏ على [0,5]» ومن ثَمّ (5)4 - (5)0 = / | وهذه هي النتيجة المرجوّة. 





هذا يبرهن أن ()/ = 





يتقاطع الخط البياني ,© للتابع ( -4:)1 ب 4 f:‏ مع محور 
الفواصل عند 0 = به و1 = 2. عيّن مساحة السطح المحدود 
المحصور بين ,0 ومحور الفواصل. 

نلاحظ أنّ التابع / موجب على المجال [0,1]ء إذن مساحة السطح 

المطلوبة تساوي 

















© ننيجة 10 
ليكن / تابعاً مستمراً على مجال 7», وليكن » و5 عددان 
من 1. نفترض أنّ » < 5 وأنّ 0 > f‏ على [0,5]. عندئذ 
0 5 
لك J‏ يساوي مساحة السطح المحصور بين محور 
الفواصل والخط البياني ,© للتابع ‏ والمستقيم ,4 الذي 
معادلته ۾ = 2 والمستقيم ,4 الذي معادلته 0 = :. 
الإثباءهم 
نلاحظ أنّ السطح المطلوبة مساحته هو نظير السطح المحصور بين محور الفواصل والخط البياني ,_© 
للتابع =f‏ والمستقيمين 0 و ,0 بالنسبة إلى محور التراتيب. لذللك لهذين السطحين المساحة ذاتهاء ومنه 
الخاصة المطلوية. 





575 5 0 
يمكن جمع المبرهنة 9 والنتيجة 10 في صياغة واحدة بوضع اال في الحالتين» إذ عند 
حساب المساحة يجب أن يكون التابع المُكامّل موجباً لأنَ المساحة عددٌ موجبٌ. أمّا إذا غيّر التابع 
إشارته في المجال [04,5] فعندئذ نستعين بعلاقة شال» ونحسب مساحة كل جزء يحافظ فيه التابع على 
إشارة ثابتة عليه» وبعدئذ نجمع مساحات الأجزاء لنحصل على المساحة المطلوبة. 
تلخص النتيجة الآتية هذه المناقشة. 


0000 














© ننيجة 11 


لیکن / تابعاً مستمراً على مجال 7» وليكن 4 و( عددين 

ع : 0 : 
من 7. نفترض أنّ © < 5. عندئذ |/| | يساوي مساحة 
للتابع 1 والمستقيم 0 الذي معادلته م = بنج والمستقيم 0 





الذي معادلته طا دج. 


7 ما العلاقة بين المساحة والتكامل المحدّد؟ 
يمكن اعتبار J1‏ قياساً جبرياً لمساحة السطح بين الخط البياني للتابع ر ومحور الفواصل 
على المجال المدروس» فإذا أعطينا قياساً جبرياً موجباً لمساحات السطوح فوق محور الفواصل 
رف سوا سالا للك اا سف هذا التحورء كات 1 احفر الج ليذه الاعات 
أَمَا إذا أردنا المساحة الفعلية للسطح المحصور بين الخط البياني للتابع / ومحور الفواصل على 
المجال [0,0] فعلينا جعل القياس الجبري لجميع هذه المساحات موجباً ومن ثم أخذ |/| | . 


55 


ليكن © الخط البياني للتابع 2 - 3:25 + 2 جا 4 : / . ولنحسب 
4 و ر اللذين معادلتاهما بالترتيب 2-1 و2-- د22 


نلاحظ أن (2()2-1 + م)ه = ()ر فنجد أن 0 > (م)ر على [0,1/2إن[2-,مه-| و 0 < (2)/ 








على |مه+,1/2]ل|2,0-]. كما إِنَ ا 7 . إذ 


f (-/ (0)) de + f f‏ + 6 | - مه e‏ ان 


1/2 
- F(0) - F(-2)- )70/2(- e F(1/2) 
5 


= —F(-2) + 2F(0) - 2F(1/2) + F(1) = د‎ 














"" لكل تابع مستمرٍ f‏ على مجال 7 تابغ أصلي 7 على هذا المجال. وعندها يكون لكل تابع 
أصلي للتابع ‏ على هذا المجال الصيغة ۸ + () ما ى حيث # عدد حقيقي. وهناك تابع 
أصلي وحيد للتابع / يأخذ قيمة معطاة رن عند ,:ه من 1. 

"" عملية إيجاد التابع الأصلي لتابع مستمر هي العملية العكسية للاشتقاق. 

" بمعرفة التابع الأصلي ۳ لتابع / على مجال يكون لدينا (7)0 - (۴۵ = / | مهما كان » 
وة عددان من [1. 

" إذا كان ,0 الخط البياني لتابع مستمر / على مجال 1» وكان » و5 عددين من 7 يحققان 
1 > 4. فإته عندما يكون / موجباً على [0,] يكون / | مساوياً مساحة السطح المحصور 
بين ,0 ومحور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهما ۾ = نه و( = 4. 

علاقة شال ١‏ +| = م | صحيحة أياً كانت الأعداك. ۾ وة وة من 1+ وتذكرنا 
فلاقة كال نين ا عن م ل کر 

" التكامل المحدّد خطّي أي إِنَ وكإس درل - وديم ل ا كانت الأعداد 3 ويد 

" تمكن مُكاملة المتراجحات على مجالء فإذا كان و > // على مجال [,ه] كان و | > 7 ] . 

" في حالة تابع مستمرٍ / على مجال 1 ونقطة ۾ من 1 يكون ۶ "| +0« : 7 التابع الأصلي 
للتابع ر الذي ينعدم عند 4 = . إذن تفيد طرائق حساب التكامل المحدّد في حساب التوابع 
الأصلية. 

" علاقة التكامل بالتجزئة ٠٠‏ | - [»] = س f‏ هي نتيجة مباشرة من خاصة اشتقاق جداء 
ضرب تابعين. 

' i 

ت منعکسات يجب امتلاكها. 

قلا ,حون خاب ماح باننتسمال الكامل کر کا مال التكامل الى مات ج اف م 
على إشارة ثابتة على كل منهاء وخذ هذه الإشارات في الحسبان. 

"" عند حساب تابع أصلي تيقّن من صحة حسابك بحساب مشتقه. 


b 0 4 3‏ 4 
" المتراجحة و > f‏ لا تقتضي و f‏ > / | إلا إذا كان 6 > ه . 





2 
ا 
لاد 1 حساب مساحة سطح مستو 
0 مساحة السطح المحصور بين منحنيين 
لنتأمّل الخطين البيانيّيّن ,© و0 للتابعين 6 جم : f‏ و ”٠ء‏ ا :و المعرّفين على 8 . 
© ارسم الخطين البيانيين ,© و ,6. 
حقيقي. (ناقش تبعاً لإشارة ۸). 
9 نقبل عموماً أته إذا كان ,© و,© الخطين البيانيين 
لتابعين مستمرين / وو على مجال 7» وكان © و( 
5 0 
عددين من 7 يحققان + < . عندئذ |و - /| | يساوي 
مساحة السطح المحصور بين 2 و C,‏ والمستقيم 0 الذي 
معادلته ۾ - : والمستقيم ,0 الذي معادلته ع م. 
يتطلّب هذا الحساب دراسة إشارة الفرق و -/ على 
إطبماء 





© منحن ومقارب مائل 
ليكن / التابع المعتف على 12 بالعلاقة (-6 +-1) = (5)/. وليكن ,0 الخط البياني المُمثّل للتابع 
/ . الهدف من هذا النشاط دراسة مساحة السطح المحصور بين الخط البياني ,© ومُقاربه. 
© ». ادرس نهايات التابع ‏ عند مه- و مح+ . واكتب جدول تغيرات /. (استعمل ”/ لدراسة إشارة 
المشتق '/). 
(. تحقق أنّ المستقيم ۸ الذي معادلته ‏ = ر مستقيم مُقارب للخط ,0 في جوار 00+ . وادرس 
وضع ,0 بالنسبة إلى المقارب ۸. 
©. ارسم ك ومن. 
© +. ليكن ۸ عدداً حقيقياً موجباً تماماً. احسب (۸4)۸ مساحة السطح المحصور بين ,© و۸ 
والمستقيم الذي معادلته ۸ = 4. 
(. ما نهاية (4)0 عندما تسعى ١‏ إلى مم ؟ 


2 





لاط 2 حساب حجم مجسم 

لیکن 5 مجسماً يحدّده مستويان 2 و2 معادلتاهما 
بالترتيب z=»‏ وعدم في معلم متجانس 
| 0:7,7,8). نرمز بالرمز ۷ إلى حجم هذا المجسمء 
وبالرمز (4)2. إلى مساحة مقطع هذا المجسم بالمستوي 
2 الذي يوازي كلا من ,۶ و وراقمه يساوي » 
<b)‏ ع > م). 


نقبل أنّ (١‏ يُحسب بالعلاقة: 


A(2)de‏ ` =۷ مم 
نجد فيما يأتي عدداً من الأمثلة على استعمال هذه العلاقة. 
© حجمكرة نصف قطرها 72 
يكفي حساب حجم نصف الكرة ثُمّ نضرب الناتج بالعدد 2. 
© اشرح باستعمال رموزالشکل» لماذا 
(2 - هيم = A)2(‏ ؟ 
© استنتج مجدداً العبارة 


17 AR 
3 


© حجم مجسم دوراني 

نجد في الشكل المجاور الخط البياني © للتابع # المعطى 

على المجال [0,4] بالصيغة أ = (»). عندما يدور 

© دورة كاملة حول محور الفواصل» يولد مجسماً دورانياً 

ك5. 

© ما طبيعة مقطع هذا المجسم بمستو عمودي على 
محور الفواصل ويمر بالنقطة (0,»)] (4 > # > 0)؟ 

© عبّر عن ()4ء مساحة هذا المقطعء بدلالة . 

© استنتج ۷ حجم المجسم 5. 








کی عرفا كسان 


@ في كل حالة من الحالات الآنية: جد تابعاً أصليا ۳ہ للتابع م على المجال /: 





























5 1-3 - مر ]0,+oo|‏ = 1| © سک - (مر |3 -] = 1 
8 - تكب - مار ,]+1[ - 1 | © #روا ع وات وار در 
E‏ 
1 اا رھ ا 1-1-8 
TET EET |, )e( ETT‏ اها ا 
@ ني كل حالة من الحالات الآنية؛ جد تابعاً أصليا ٣‏ للتابع / على المجال 1: 

]= 4, +oo|, f(2) = 1 © | [ ح‎ 1 f(z) = cosa (sin? xz — 3sin xz) © 

5 

1 2 

@ 1 لوس = -o0,4|, @ 1 = 0,7, f)‏ =1 
f(a) = 2e1 ©‏ 18 ع ع | © کے د( أمه+,1-]| = I‏ 

2 





3( في كل من الحالات الآتية» هات تابعاً أصلياً 7 للتابع / على مجالٍ 7 يطلب تحديده ويحقق 
القارط المغطى: 


1 2 
CT a0 ee د‎ 


F(2) =0, f(z) = sina: cos xz ® F(2) =0, f(z) = sin(2z -2 © 





FO =, a= 











نرمز عادة بالرمز (4,0)«نص. إلى أصغر العددين ۾ و5. 1 
تحقّق أنّ الخط البياني ,0 للتابع / المعّف على المجال | 1 
[0,2] بالصيغة (» - 22,2)دنمم = ()/ » هو الخط المرسوم 
في الشكل المجاور. احسب التكامل :02() 1 ٠‏ وقل ماذا ”7 1 0 
يمثل هذا العدد ؟ 








احسب بالمتل :9)2(0 ! و h(xz)dz‏ 1 في حالة 
g(a) =1- |1 - 2|‏ و (1(2- 2), م)صتط = h(z)‏ 
بع و کل ان حل مجان ا 


2 














© احسب التكاملات الآتية: 











® 
5 
| 
| 
چ 


بم 
|| 

ب 
4 


لات ا 

© 3(2 + مه - ”)| = 1 © (de‏ + 4= تم( سم) | =1 
1 : 01 ْ 

1= |] ® 1= | +e © 
م‎ VI 1 ٣ 
7 2 3 

42 

I = | sin(z + 2 بدا‎ © I= dz © 
joes: 1 
1 000 

I= | teat در‎ |) © 
0 95 3 
1 2 
0 





® 1 = | N22 + 1de © 
0 


® 
چ 

ل 

© 


_ 42” - 52 +1 
z +3 


عر 
جم 

س 
| 


@ يكن 1 التابع المعرف على R\]-3[‏ = ( وفق 
© جد الأعداد ۾ و65 وء التى تحقق حك + م + مه = ()/» أيأ يكن من ([. 
: 75 
0 
© احسب بنك (:د)/ | - 3. 


@ ليكن / التابع المعرف على (2101 = 2 وفق 








كم + = (م)رء ایا يكن ۾ من 2. 


© جد الأعداد ۾ وه وء التى تحقق 
لتي 17 دهم) 2-1 


© احسب EOL‏ کل 


@ نت ان ف سےا ت 1 »> واستنتج قيمة بل لدم 
2م + 1 2م +1 2م +01 











© باستعمال صيغتي ۾ “هزه وى 2و بدلالة 24ءهء» أو بأية طريقة تراها مناسبة اكتب 4 “دنه 


بدلالة 2052 و :2 008 » ثم احسب J sin" za‏ =[ 
© احسب التكاملات الآتية باستعمال تكامل بالتجزئة. 
6 
O0‏ موه سانا - ه) | I=‏ © جل (a e”‏ -1 
f 08+ 1e dz ©‏ =1 ® مو( 02 ]اده 





لنتعلم البحث ما 
@ إناتمزاجحد 


نفترض أنَّ ۾ و 5 عددان حقيقيان وأنّ + > 5 > ۾ > 0. أثبت صحة المتراجحة 
cosa - 06 < 206 - (sin‏ . 

2 نحو الحلّ 
قد نفكر في دراسة تابع» كأنْ نفترض م ثابتاً ونبرهن أن التابع و المعرف وفق الصيغة الآتية 
موجب على المجال [0,5] : 526 (ئه 0 8 - 608 = (9)2» ولكن سرعان ما نقتنع 
أن هذا الطريق لا يؤدي إلى إثبات سهل للمتراجحة فإشارة المشتق الأول ليست سهلة التعيين. 

© ولكنّ المقدار 0وء» - مومه يدفعنا إلى التفكير بالتكامل cosa = cosb = f f(t)dt‏ حيث 
f) = cost = sin‏ أو 


0 
. بن ول‎ — cosb = - f sintdt = J sin tdt 


0 





1. ليكن © الخط البياني للتابع :ذه ب على المجال 
[0,7]. بزّر کون J sintat‏ هو مساحة منطقة 
عليك تحديدها. نرمز إلى تلك المساحة بالرمز لم. أ 
غللاكوق قن أقير من ساخ فيه المتدرق: ا 
4 اأحسب مساكة كه الممكرف :4805 وتكن أنها أك من a)sinb‏ =( 
3. تيقن أنّ المتراجحة صحيحة في حالة 0 = هو م ح 6. 
ي أنجز الح واكتبه بلغة سليمة. 


© الحٹعن تاع أصلي 
ليكن التابع / المعرفٌ على R‏ وفق 51102 مكار f(a‏ . عيّن تابعاً أصلياً 3 للتابع ر . 

99 نحو الحلّ 

١‏ التابع المدروس مستمر فله تابع أصليء ولكننا لانتعزتف على صيغته بين الصيغ المألوفة لديناء 
لذلك نسعى لكتابته بالشكل ٤4٤‏ زو ل = ()ء آملين أن تفيدنا مُكاملة بالتجزئة لأنّ للتابع 


ا اک 








أثبت أنّ 
Sina — 2 costdt‏ ع 1 = F(x) = e sintdt‏ 
0 ل2 2 0 


4 التكامل في الطرف الأيمن يشبه التكامل المطلوب ولكن استبدل فيه تابع التجيب بتابع الجيب. 
ومنه تأتي فكرة إجراء مُكاملة بالتجزئة ثانية» إذ نتوقع أن يظهر التابع 7 مجدداً. 


1. أثبت أنّ 


2 1 بهو‎ 1 1 
[ e costdt = =e” سارو وو‎ = + = F(3») 
0 2 2-2 


2. استنتج عبارة ۴ . 
® طريقة ثانية. قد يخطر لنا أن نقحم المشتقات المتتالية للتابع / ونبحث عن علاقة بين f‏ و// 
و 
1. احسب (2)'/ و (2)'/. 
2. جد العددين الحقيقيّين © و 0 اللذين يحققان (م)"ثرا + (م)"ره = (جم)ر . 
3. استنتج عبارة ()5 حيث ” تابعٌ أصلي للتابع /. 
أو أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة. 


البحث عن تاو أصلي 


ليكن التابع م المعرفٌ على 1 وفق 2(٠“‏ + 2م + »+ 1 = ()م/. أيوجد تابع كثير 
الحدود 7 بحيث يكون #-()ط + 4 : 7 تابعاً أصلياً للتابع / على ۸. 


98 نحو الحلّ 
4 التحليل: لنفترض وجود كتير الحدود 2 هذا. 
1. أثبت أن كون ”7 تابعاً أصلياً للتابع / يقتضي أن يكون 
تو ب a‏ + 2 + 1 ح (واط P'(z)-‏ )( 
2. لماذا يجب أن يكون 3 = ۲ عمل؟ 
3. بوضع 0 + به + 2ط + هه = ()م عيّن اعتماداً على (+) الأمثال ۾ و وء و4. 
# التركيب: أثبتنا أنه إذا كان 2 موجوداً فمن الواجب أن يكون له الصيغة التي وجدناها أعلاه. 
وبالعكس تحقق أنّ التابع 7 الذي وجدته تابعٌ أصلي للتابع / على .R‏ 


ور الجر احق واكيه بلعل ية 





دما إلى الأمام @ 


© في كل حالة من الحالات الآتية» جد تابعاً أصلياً ٣‏ للتابع f‏ على المجال 1: 












































12y 
I= )]0| f(x) = cotz O I=R, f(2 = 00 
| )©( ©( (24 - 2 + 17 
1 1- 3 
I = 0,7, f )»( = - © | 7 ح‎ 1, f(g) = @ 
وخر 510 ف‎ 
2 
م معط = رمم 185 عدر‎ © I=R, f(2) = )1- “(م2‎ © 
32 
000 قط - رمم‎ I=R, f(a) = 2 * © 
2 
d1 ل‎ 2 5111 32: — 20 COST 
كل اف اا‎ SIEM. a TT ود‎ 
الا في كل من الحالات الآتية احسب التكامل المعطى.‎ 
3/1 0 
وخ‎ E و‎ 1= f ® 
0 2z +1 -2 2-1 
3 2 
e 1= |] 22 5 5 
تنوك‎ 9 
2 12973 بيو‎ 
1= 2 و‎ © 1 - | e >“ پ‎ © 
1 4 =1 0 2-2 





الو في كل من الحالات الآتية جد تابعاً أصلياً للتابع ر مستفيداً من العلاقة 1 = + ”وم + ى طزء. 
f(z) = sina + sin z © f(z) = cos z ©‏ © م f(a) = sin ج١ cos®‏ 
© ليكن / التابع المعرف على ۸ وفق + “صنو = (). 
© احسب (8ه)"/ و (نه)”/ . واكتب ()/ بدلالة (:)"] و :4 وم . 
© استنتج تابعاً أصلياً 8 للتابع / على . 
© ليكن / التابع المعرف على ۸ وفق ”362 = ()» جد تابعاً أصلياً ‏ للتابع f‏ على +1 
بالصيغة ”7)(6 = ()7ء حيث 7 تابع كثير حدود. 


© : چ ا 0ه f1‏ الى 4 5 


22 له 7/2 :082 T/2‏ 4 
© نريد حساب و بق = []. احسب ول مكل = ل» تم +[ 
J 1 + 2sin 2: J, 1 + 2sinz‏ 











ليكن التابع / المعرف على 8 وفق 4و0 e‏ = ()/. 


© احسب f')(‏ و (»)"/. 
© عيّن عددين » و ( يحققان المساوة ()”/0 + ()' ره = ()/ أياً كان . 


@ ۴ و © تابعان أصليّان للتابعين (:#صا)ومهء ج ت : f‏ و (2صل)صذء ج نه :و على +oo|‏ ,0|« 
قان ه1 < ب انظلاقا مخ الصديكقية J coslndat‏ =3 
G(a) = 1 “sin(lnt) dt‏ 
© أثبت باستعمال التكامل بالتجزئة أنَّ: 
asin(lnaz)— F(z) gy F(a) = scos(lnz) - 1 + ©)(‏ = (:ه)0. 


@ استنتج عبارتي () ل و .G()z()‏ 


اتا 











7 4 ۰ 1 1 
© تيقن أنه فى حالة ۾ > + > 0 يكون 1> < 5 
ف 2ل 1 1+a‏ 
© استنتج أنّ In(1 + a) > a‏ > 5 في حالة 0 < .a‏ 
2 : 


5 ومحور الفواصل وا x‏ لمستقيمين اللذين معادلتاهما 0 عدج ومع ج. 
6 


0© توج +2 - هم 1-م16-0© سل تربور ,4= 86 ,1 -ه 
)ت( “1 + 22( 8 


cos 22 = 2) ©‏ = مار 5 - 5 a=0,‏ @ * 1(6+ ه) = a= -1, b0 =ln2, f(z)‏ 
ارسم في جملة متجانسة الخطين البيانيين للتابعين :»داو حا نه ومنو جاه على المجال 


© ليكن < الخط البياني للتابع 2 ب » مرسوماً على المجال 
[2,2-]. المستقيم dy,‏ الذي معادلته 0 ح ين (4 > مه > 0) يقسم 
داخل جزء القطع المكافئن 7 إلى منطقتين. 
عند أية قيمة للوسيط +7 تتساوى مساحتا هاتين المنطقتين؟ 
































كن الفط الاي لبم ر المدزف على 8 رق وق د وارد راک 6 خطه 
© ادرس تغيرات / وارسم 6. 
© ليكن 6 الجزء من الخط البياني © المحصور بين المستقيمين اللذين معادلتاهما 0 = به 
روك و وتكن :ف المع التحضون هن 6 ررر ارال سينا ماهة 8: 
© عندما يدور السطح 5 حول محور الفواصل فإنّه يولّد مجسماً دورانياً حجمه ۷. 
©. عيّن الأعداد ۾ وم وء حتى يكون التابع 7#ء(م + يوم + تبهم) ج 4 : G‏ تابعاً أصلياً 
للتابع #((م)/) ب ه. 


© في معلم متجانس رسمنا الخطين البيانييّن © و1 لتابعين 
اشتقاقيين على «1. نعلم أنّ أحدهما مشتقّ للآخرء لذلك 
يمكن أن نرمز إليهما و و 'و. 
© بيّن مُعلَلاً أي هذين الخطين هو الخط البياني للتابع و وأيُهما لمشتقه. 
© ما ميل المماس للخط 6 في النقطة التي فاصلتها 0 ؟ 
© نتأمّل المعادلة التفاضلية : * 1(7 + )2 = ي + “ن : (8) 
© أثبت أن 2(٠‏ + ) م : ر هو حل للمعادلة التفاضلية (5). 
© لتكن (5) المعادلة التفاضلية 0 = و + 'ن. أثبت أنّ «ثم حل للمعادلة (5)» يُكافئ 
«ر/ -/ = » حل للمعادلة '5)». ثم حل (5) واستنتج صيغة ()/ عندما يكون / 
حلاً للمعادلة (2). 
© إذا علمت أنّ التابع و من الجزء © هو حل للمعادلة (⁄)ء فأعط صيغة (م)و بدلالة . 
© عيّن ۸ حل المعادلة (7) الذي يقبل مماساً أفقياً عند 0 = . 
© ليكن / التابع المعّف على 1 وفق * 2(٠‏ + 24+ *بم) = (مار. 
© ادرس التابع وضع جدولاً بتغيراته» مبيّناً نهاياته عند 06+ ومه-. 
© ليكن © الخط البياني الذي يمثّل / في معلم متجانس. اكتب معادلة للمماس 7 للخط '0 
في النقطة © التي فاصلتها 1-. وارسم '6 و1. 
© عيّن الأعداد ۾ و6 وه حتّى يكون التابع وم + نون + 2.هم) + : : 7 تابعاً أصلياً للتابع 
7 على 18. ثم احسب (4)0. مساحة السطح المحصور بين محور الفواصل و'0 
والمستقيمين اللذين معادلتاهما 0 = ± وه ع 2. 












































مسرد المصطلحات العلمية 








إثبات بالتدريج أو بالاستقراء الرياضي Proof by mathematical induction‏ 
اطراد Monotonicity‏ 
باقي القسمة Remainder‏ 
تابع (دالة) Function‏ 
تابع أصلي Primitive function‏ 
التابع الأسي Exponential function‏ 
تابع التجيب Cosine function‏ 
تابع الجيب Sine function‏ 
تابع الظل Tangent function‏ 
التابع اللوغاريتمي Logarithmic function‏ 
تابع تآلفي Affine function‏ 
تابع دوري Periodic function‏ 
تابع زوجي Even function‏ 
تابح عكسي Inverse function‏ 
تابع فردي Odd function‏ 
تابح مستمر Continuous function‏ 
تابع هوموغرافي Homographic function‏ 
تركيب التوابع Composition of functions‏ 
تقابل Bijective function‏ 
تقريب تآلفي Affine approximation‏ 
تكامل Integral‏ 
تكامل محدد Definite integral‏ 
تكامل بالتجزئة Integration by parts‏ 
حجم Volume‏ 
حدٌ راجح Upper bound‏ 
حدّ قاصر Lower bound‏ 
خارج القسمة Quotient‏ 
خط بياني لتابع Graph of a function‏ 
صورة مجال Image of an interval‏ 
عدم تعيين Indetermination‏ 
قسمة إقليدية Euclidean division‏ 
قطع زائد 1 











































































































قطع مكافئ 

قيمة صغرى محلياً 
كثير الحدود 

كرة 

اللانهاية 

متتاليات متجاورة 
متتالية 

متتالية تدريجية 
ا 
متتالية متباعدة 
2 ا 
متتالية محدودة 
متتالية هندسية 
متزايد (تابع» متتالية) 
متناقص (تابع» متتالية) 
مجال 

مجسم دوراني 
م ره 
محور تناظر 

مركز تناظر 

مساحة 


العربية 





Parabola 

Local minimum 
Local maximum 
Polynomial 

Sphere 

Infinity 

Adjacent sequences 
Sequence 
Recurrence sequence, Recursive sequence 
Arithmetic sequence 
Divergent sequence 
Convergent sequence 
Bounded sequence 
Geometric sequence 
Inequality 
Increasing 
Decreasing 

Interval 

Solid of revolution 
Domain 

Axis of symmetry 
Center of symmetry 
Area 

Derivative 

Higher order derivatives 
Equation 
Differential equation 
Coordinate system 
Asymptote 

Oblique asymptote 
Observation 
Tangent 
Discriminant 


Limit 

















































































































الوؤسسة العامة للطباعة 





